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Polynomes 


1-Series formelles : 

1-1- Generalites : 

Definition 1-1-1 : 

Soit^ un anneau unitaire. 

- Les suites d’elements de A sont appeles les series formelles a coefficients dans A. 

- Si/= (a k ) keN = (a 0 ,a\,a 2 , .) e ,4 N est une serie formelle a coefficients dans ,4 

alors : 

* les elements a k (tels que k e N) sont appeles les coefficients de/ 

* Pour tout entier naturel k, a k est appele le coefficient de/de degre k. 

* ao est appele aussi le coefficient consatant de/ 

* Si A = R on dit aussi que/est a coefficients reels. 

* Si A = C on dit aussi que/est a coefficients cmplexs. 

- Dans I’ensemble des series formelles a coefficients dans A on definit les deux 
lois de composition internes suivantes : 

V/= (a k ) ken e et V g = (b k ) keN e : 

S 

f +g= (a k + b k ) ke N 

■< ^ ^ 

/ g = (ci/gn tq : Vk e N : c k = aibk-i = ^ cubj 

i =0 i+j=k 


Theoreme 1-1-2 : 

04 N ,+, •) est un anneau unitaire dont I’unite est (5o,/t)^ eN = (1,0,0,.). 


Demonstration : 

* Puisque (A,+) est un groupe abelien alors /1 N ,+) est un groupe abelien. 

* Soient/= (a k ) ken , g = (b k ) keN et h = (c k ) ken des series formelles a coefficients 
dans A. 

Posons . fg = N’ §h = Wfes 1 (fg)h = ) = (^)fepj- 
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\/k £ N : 4 = Y Uibj = Y. f Y. a p b 




Cj 


Y\ Y a P b 


i+j=k 


i+j=k \p+q=i J i+j=k \p+q=i 


q c j 


= Y a P b « C j = Yj Yj a P b « C j = S a P\ Y b 


q c j 


p+q+j=k 

8 k . 


p+t-k q+j=r 


p+r=k \q+j=r 


E 

p+r=k 


ClpVr 


Par suite on a: (fg)h=f(gh ). 

Done la multiplication dans est associative. 

* Soient/= (a k ) keN , g = (AaO^gn et h = ( c k )^n 0)65 series formelles a coefficients 


dans A. 

Posons ./• (g + h) — (d k fg — fl 1 ~ ( Vt )fcN 

(g + h) •/= ( r A)/teN fl 1 ~ 

k k k k 

• V k £ N ! dk — tli{bk-i + C’/c-z) = (cl jb k -i + UiCk-i) — ^Yj®‘bk-i + Q-iCk-i = Mk + Vfc. 

z=0 /'=() /=() /=() 

Par suite on a :/• (g + /?) =fg+fh. 

k k k k 

• \/k £ N : 5 k = Y( bi + c «)«*-> = YibiCik-i + c t a k -i) = Y blClk -‘ + Y Ciak ~ i = rk + 5/Sr ‘ 

i =0 z=0 /=() /'=() 

Par suite on a : (g + h)f = gf+hf. 

Done la multiplication est distributive par rapport a I’addition dans A N . 

* Soit/ = (ak)fa=N une s ® rie f° rme||e a coefficients dans A. 

Posons ./• (<5 o,a)£gn = (^A-)£eN at (^o,a)^gn */ = ( v a)£gn‘ 

k 

• V& g N . zz/. rz/<5o,A—/ @ k 8ofi rz^-1 Alors . f" (8 o,a)£gn f- 

i=0 

k 

• \/k g N : v* = ’Y J 8oja k -i = 8o,oa k = la* = a k . Alors : OV/O&gn •/ = / 

z=0 

Done (<5o,A)£ eN est I’element neutre de^ N pour la multiplication. 

Ce qui montre que (^ N ,+, •) est un anneau unitaire dont I’unite est 

(<W)fo=N = (1,0,0,.)■ 


Theoreme 1-1-3 : 

L’application cp 6eA vers^ N definie par : <p : A —> A N 

a H-> (p(a) = (a8o,k)k en = (a, 0,0,.) 

est un homomorphisme d’anneaux unitaire injectif. 

Par consequent: 

* Va £ A : on confond <p(a) = ( a8o,k)/ cen = (a, 0,0,.) avec a. 

* On confond <p(A) avec A et par suite A sera un sous anneau unitaire de ,4 N . 


Demonstration : 

* Vzz,& £A . <p(zz + Zz) ((zz + b')8ojc )pj (z/(fo./z “T bdok')p- ^ (zzc)o,a:)££: pj + (Zz<5o,A-)/tG n 

= <p(a)+<p(b). 
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* \/a,b e A : posons (p{a)(p{b ) = (u,t)^ eN - 

k k 

VieN: w A = ^(a<5 0 ,/)(&<W--/) = y^,(ab)(5oj5ot-i)- 
1=0 i =0 

- Si k = 0 : 

o 

Uk = uo = ^ ](ab)(5o,iSo,k-i ) = (a&)(<5o,o<5o,o) = («^)(1 • 1) = (ab)\ = ( ab)5o, k ■ 
i =0 

- Si k * 0 : 

= 0 ab)(So,odo,k ) = (a6)(l • 0) = (aZ>)0 = (, ab)S 0 ,k■ 

Par suite on a : (p(ab) = (p{a)(p{b). 

•k (p( 1) = (1<5o,a)£ s — (<5o,i)feN- 

* Done cp est un homomorphisme d’anneaux unitaire. 

* Va e ker<p : (p{a ) = (a5o, A )^ eN est nul. 

Aiors : [Vk e N : a5o,k = 0] => a = al = a5o,k = 0 
Par suite ker<p = {0}. 

Ce qui montre que <p est un homomorphisme d’anneaux unitaire injectif. 

Par consequent: 

* Va e A : on confond (p{a) = ( aS 0 ,k)ke n = ( a >°>0,.) avec a. 

* On confond <p(A) avec A et par suite A sera un sous anneau unitaire de A N . 

Notation 1-1-4 : 

Soit^t un anneau unitaire. 

On note par X la serie formelle a coefficients dans A definie par: 

x= (S h k) kGN = ( 0 , 1 , 0 , 0 ,.) . 

Proprietes et regies de calcul 1-1-5 : 

Soit^ un anneau unitaire. 

1) est nul si seulement si A est nul. C’est a dire : = {0} <=> A = {0}. 

2) est abelien si seulement si A est abelien. 

3) Si A est non nul aiors X ± 0. C’est a dire : A ± {0} => X e (,4 N )*. 

4) V/= (a k ) ken e et V g = (b k ) ksN e A n : s\: fg = (c k ) keN aiors: 

( 

Co = aobo 

Ci = aob\ + aob\ 

< 

c 2 = ciobi + a\b\ + aibo 
v 


5) a e A et V/= (, a k ) keN : 


af — (aa k ) ke N 
fa — 


6 ) V/= (a k ) ken e A n : Xf=fX= (b k ) keN tq : 

C’esta dire :Xf =fX= (0,a 0 ,ai,a 2 ,.) . 

7) Si A est non nul aiors Xn’est pas inversible dans ^ N . 
C’est a dire : A ± { 0} => X £ C/(^ N ). 


{ b 0 = 0 

1 b k = a k -1 \/k e N* 
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8) n’est pas un corps. 

9) V/= (a k ) ke N e 4 N et We N : X n f=fX n = {b k ) ke N tq : 

I b k = 0 si A: -< « 

VhN: 

[ b k = a k - n si k > n 

10) W G N : X' = (S n , k ) keN . 

11) Si B est un sous-anneau unitaire de A aiors est un sous-anneau unitaire de A 
En particulier est un sous-anneau unitaire de Q' v , Q" est un sous-anneau 
unitaire de M iV et R N est un sous-anneau unitaire de C N . 

12) Soienti? un anneau unitaire, u un homomorphisme d’anneaux ,4 vers B. 
et u I’application A N vers B N definie par: 

u : A N -> B n 

f~ ( a k)keN U (/) = ( u ( a k))kef$ 

a) u est un homomorphisme d’anneaux de ,4 N vers B n qui est unitaire si w.est 
un homomorphisme d’anneaux unitaire. 

b) u est un prolongement de u a ^ N . 

c) Si u est un homomorphisme d’anneaux unitaire aiors u(X) = X. 

d) ker(w) = {f = -)ken G tq : \/k e N : a k e ker(w)}- = ker(w) N . 

e) u est injectif si seulement si u est injectif. 

f) u est surjectif si seulement si u est surjectif. 

g) u est un isomorphisme de ^4 N vers B n si seulement si u est un isomorphisme 
de A vers B. 

En particulier : 

Si A = B = C et si u est I’automorphisme de C defini par: W e C : u(a ) = a 
aiors : 

i) V/g C n : u if) est note : / 

ii) \/f,g e C N : [f+g =f+g et Jg=fg ] 

iii) V/g C N :/g R n <=>/ =/ 

iv) u est un automorphisme de C N . 


Demonstration : 

1) =>) Si A n est nul : 

Aiors A est nul (car A est un sous anneau de,4 N = {0}). 

<= ) Si A est nul : 

Soit/ une serie formelle quelconque a coefficients dans A. 

Puisque A est nul aiors les coefficients de/sont tous nuls, par suite 
/est nul. 

Donc^ N est nul. 

2) =>) Si A n est abelien : 

Aiors A est est abelien (car A est un sous anneau de ^ N ). 

<= ) Si A est abelien : 

Soient/ = (a k ) keN et g = (b k ) k& N deux series formelles a coefficients 
dans A. 

Posons . fg = (dk)kew Sf = N - 
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k A k 

VA' c= N ; dk = ciibk-i — bk—i&i — bjUk-j = 5a- 
z=0 /=() /=() 

Aiors/g = gf. 

Donc^ N est abelien. 

3) Supposons que A est non nul. 

5i,i = 1 * 0 (car A est non nul) => X=(5u) k en* 0 

4) Soient/= (a k ) ken et g = (5a)^ gn deux series formelles a coefficients dans ,4. 
Posonsyg = (ca)^£ 

^ o 

co = a.ibk-i — aobo 
i= 0 

1 

ci = y ajbk-i = aob i + a 0 5i 

*S 1=0 

2 

C 2 = y ajbk-i = aob2 + a\b\ + cubo 
i =0 


v 


5) Soient a un element de K et/ = (a*)^ N une serie formelle a coefficients dans 4. 
Posons af (^)fen ®t_/ot (5a)^£j^- On a of (cz5o,a)££ f*j 




VAe N : < 




ca = '^ J (aS 0 ,i)ak-i = (a5 0 fi)a k = (a\)a k = aa k 
i =0 

A 

5 a — cij(jx8 o, k -i ) — rzA-(cr5o,o) = zza(czI) — zzA-rr 

/=() 


Done : 


af — ( ctcik )^ e N 
fa = (a k oO^eN 

6) Soit/= (ak)^ N une serie formelle a coefficients dans ,4. 
Posons Xf — ( b k )^sn ~ 




VAe N : Y 


bk — ^^(5 \f)Clk-i 
1=0 

k 

Ck — rz / (51 ,A-i) 

i=0 


- Pour k = 0 : 

^ o 




V 


5o — — 5i ( oao = Oao = 0 

i=0 

o 

Co = Uj(8\,k-i) — aoSifl = «oO = 0 

i=0 


b 0 = co = 0. 
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- Pour k * 0 : 

bk = 8\,\dk-\ = ltf/t-i = «a--i 
Ck = cik-\5\^ = ak~\ \ = ak- 1 


bk — Ck — dk-\ ■ 


Done Xf=fX=(b t ) k€ „ tq:\ b ° ° . 

j bk = dk-\ VA: G N 

C’est a dire : Xf =fX = ( 0,a 0 ,d\,d 2 , .). 

7) Supposons que A est non nul et que X est inversible dans 
Posons X~ l = (u k ) keN 

Puisque XX -1 = 1 = (So^) keN alors : 1 = <5 0 ,o = 0 (d’apres 6)). Ce qui est absurde. 
Done X n’est pas inversible dans ,4 N . 

C’est a dire : A ± {0} ^ X <£ U(A n ). 

8) - Si A est nul : 

Alors n’est pas nul. Done ,4 N n’est pas un corps. 

- Si A n’est pas nul : 

Puisque (d’apres 3)) X n’est pas nul et puisque (d’apres 7)) X n’est pas inversible 
dans ^4 N alors n’est pas un corps. 

9) Soit/ = (ak) ke N une serie formelle a coefficients dans A. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturle n, X"f=fX» = (b k ) ken 
tel que : 

I bk = 0 si k < n 

\/k g N : < 

I bk = dk-n si k>n 

- Pour n = 0 : 

X n f = X°/= \f = f[=fK° =fX n . 

Posons X n f=fX n = (b k ) ken . A |ors : (b k ) ken =X ) /=X°/= 1 /=/= (d k ) ken . 

bk = 0 si k < 0 = n 

bk = dk-o = dk-n si k > 0 = n 

- Pour n - 1 : 

Supposons quel"' 1 / = fX n ~ l et que siX"" 1 / = fX n ~ l = {bk) ken alors : 

b k = 0 si k < n - 1 

bk = dk-n si k > n - 1 

- Pour n : 

Montrons qu’alorsX"/ = fX n et que si X n f = fX n = ( b k ) ken alors : 

bk - 0 si k < n 

bk = dk-n si k> n 

Posons :X'/= (b k ) ken et X n ~ 1 f = (d k ) kGN . 

D’apres I’hypothese de recurrence X n ~ x f = fX n ~ l et on a : 

dk = 0 si k < n - 1 

dk = dk-n si k > n - 1 

* X"/=/X" = (XX !_1 ) / = X{X n ~ l f) = X(fX "- 1 ) = (X/)X'- ' 

= (JX)X n ~ l = J[XX n ~ l ) =fX n . 


On a done \\/ke N : b k = d k 


\/k g N : 


Vi g N : 


VI' g N : 
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* Puisque X n ~ x f = (d k ) ken et puisque X{X n ~\f) = X n f = {b k ) ken alors, 



Soit k un entier naturel quelconque. 

• Si k = 0 : 

Alors : k = 0 < n et b k = b 0 = 0. 

• Si 1 < k -< n : 

Alors :0<k-l<n-l et b k = d k - 1 = 0. 

• Si k > n : 

Alors . k 1 ^ yi 1 et b k d k ~\ a k — i— («— i) @ k — i— «+i @ k —n 

Ce qui montre que : 



si k < n 
si k > n 


10) Soit n un entier naturel quelconque. 

Posons X" = (b k ) keN , alors : (b k ) keN = X n = X n \ = X n • (S 0 , k ) keN . 

Soit k un entier naturel quelconque. 

- Si k -< n : 

Alors (d’apres 9)), b k = 0 = 8 n , k (car k ± n). 

- Si k > n : 

Alors (d’apres 9)), b k = 8o, k - n = 0 = S„ k . 

- Si k = n : 

Alors (d’apres 9)), b k = S 0 , k - n = S 0 , n - n = So, o = 1 = 8 n , n = S n ,k- 
Done \X n = (8 n ,k)ken- 

11) B n est un sous-anneau unitaire de ,4 N (car i? N c= ^ N ). 

En particulier Z A est un sous-anneau unitaire de Q N , Q A est un sous-anneau 
unitaire de R N et IR A ' est un sous-anneau unitaire de C N . 

12) a) * Soient/= (a k ) ke N etg = (b k ) ken deux series formelles a coefficients dans ,4. 

•W+g) = (u(a k + b k )) ken = (u(a k ) + u(b k )) ke N = (u(a k )) ke N + (u(b k )) ke N 
= u(J) + u{g). 

• Posons . fg — (c k ) ke N et u(f)u(g ) = {d k ) ke ^- 
fg= (c*)jfce N => Wg) = (u(c k )) kew 



On a alors : u(fg ) = u(f)u{g). 

Done u est un homomorphisme d’anneaux de vers i? N . 

* Supposons que u est un homomorphisme d’anneaux unitaire. 

a) — u({8 = (ll(5o,k) k £ pj) — { 80 , k ) k ^. — 1 B- 


Ce qui montre que u est un homomorphisme d’anneaux unitaire de 
vers 



u(a8o, k ) = u(ciOa) = u(0a ) = Ob = u(ci)0b = u{a)8o,k e N* 
u(a8 o,o) = w(al^) = u(a ) = u(a) lg = u(a)8 o,o 


Par sute on a : \/k e N : u(a8 0 , k ) = u(a)8o, k - 
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Alors . u(a] u(^a5 (w(£/<5o,a))^=j^ (w(rA)<5o,A)^g^ u{a). 

Done m est un prolongement de w a ^ N . 

c) Supposons que w est un homomorphisme d’anneaux unitaire. 

u(X) — u({5 i,t)^ SN ) = (m(5 i,At) )>te n = 

d) Soit/= {cik)fe. N une serie formelle a coefficients dans ,4. 

^a)/ x 'v £= ker(w) uif) Og (w(£/a))^= f*[ Os 
« Vfc e N : u(ak) = Ob 
« Vfc e N : a a- e ker(w). 

Done ker(zJ) = = (a*)^ N e tq : \/k e N : e ker(w)^ = ker(w) 11 . 

e) => ) Si u est injectif : 

Va e ker(w) : u(a) = u(a) = 0=>ae ker(w) = {0} => a = 0. 

Alors : ker(w) = {0}. Done u est injectif. 

<= ) Si u est injectif : 

Alors : ker(zJ) = {f = ( a k) ke n e A N tq : \/k e N : ak e ker(w) = {0}} 
= {/ = («/t)^ eN <= tq : \/k e N : a* = 0} 

= { 0 >- 

Done u est injectif. 

f) =>) Si u est surjectif : 

\/b e B : 3/ = (aA)^ eN <= ^4 N tq : b = u(f). 

Alors . (b5 k (=. (u(ctk) ^ b§oo r/(r?o)- 

Ce qui montre que « est surjectif. 

<= ) Si u est surjectif : 

Soit g = (bk) ke N une serie formelle a coefficients dans A. 

\/k e N : 3 ak e A tq : bk = u{ctk) (car u est surjectif). 

Posons/ = (a k ) ken e ^ N . 

On a alors . g = ( bk) k = (u(a,k)) N = u{f). 

Ce qui montre que u est surjectif. 

g) [u est un isomorphisme de vers B n ~\ 

<=> \_u est injectif et surjectif] 

<=> [u est injectif et surjectif] (d’apres e) et f)) 

<=> \_u est un isomorphisme de A vers B~\. 

En particulier: 

Si A = B = C et si u est I’automorphisme de C defini par: Va e C : u(a) = a 
alors : 

i) V/e C N : u if) est note / 


f f+8 = u <f+g) = u (f) + u (g) =f +g 
\ fg=u(fg) = u(f)u(g)=fg 


iii) Soit/ = (ak) ken une serie formelle a coefficients complexe. 

f e ]R h c=> [Vk e N : ^ e 1] <=> [Vk e N : aj = ak] <=> [Vk e N : u{at) = ak] 
<=> W) =f 
»/ =/ 

iv) Puisque u est un automorphisme de C alors u est un automorphisme de C N . 
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1-2- Valuation d’une serie formelle : 


Definition 1-2-1 : 

Soit A un anneau unitaire et/= (a k ) ke^ G une s ® r ' e formelle a coefficients dans A . 

- Si f + 0 : 

Le plus petit entier naturel A tel que a k + 0 est appele la valuation de/et note vif). 
C’est a dire : vif) = min(-{A el tq : a k ± 0». 

- Si f = 0 : 

On pose v(0) = +oo appele la valuation de 0. 


Proprietes 1-2-2 : 

Soient^t un anneau unitaire et/= (a k ) k<En une serie formelle a coefficients dans,4. 

1) v(f) G N <=> 0. 

2) vif) = +co <=>/= 0. 

3) vif) g N U {+ 00 }- 

4) vif) = 0 <=> do + 0. 


5) V« g N : vif) = n <=> 


42/7 + 0 

VAGN:A-<n=>fli = 0 
6) V« g N : v(/) > 77 <=> [VA g N : A: -< n => a a- = 0], 


En effet: 

1) =>) Si v(f) g N: 

Supposons que/ = 0. 

D’apres la definition 1-2-1, vif) = +oo g N. Ce qui est absurde. Done/ * 0. 

<= ) Si f + 0 : 

Soit n le plus petit entier naturel Artel que a A * 0. 

D’apres la definition 1-2-1 : v(/) =/? gN. 

2) =>) Si v(f) = +oo : 

vif) = +oo £ N => / = 0 (d’apres 1)). 

<= ) Si f = 0 : 

D’apres la definition 1-2-1 : vif) = +oo. 

3) - Si f + 0 : vif) gNcNU {+ 00 }- 
- Si f = 0 : vif) — +oo g N U {+ 00 }- 
Done : vif) g N U {+°°}- 

4) =>) Si v(f) = 0 : 

Alors 0 est le plus petit entier naturel A-tel que a k + 0. Done ao + 0. 

<= ) Si ao + 0 : 

ao + 0=>/^0=> vif) g N => vif) > 0. 
ao + 0 => vif) < 0. 

Done : vif) = 0. 

5) Soient n un entier naturel et / = /A g N tq : a k ± 0\ 

=>) Si v(f) = n : 

Puisque vif) = n g N alors/est non nulle et n = vif) est le petit element de I. 

Tl G I I a n -t- 0 

VA g N : A <: n + A ^ / 1 VA GN:A+n=>a A = 0 


Done : 
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<= ) Si a„ + 0 et si on a pour tout entier naturel k -< n, a k = 0 : 

Posons vif) = m. 

Puisque a„ + 0 alors/est non nulle, m = vif) e N, m est le plus petit element 
de I, et n e I. 

n e I => m < n. 

Supposonsque m < n. Alors : a m = 0 => vif) = m £ I. Ce qui estabsurde. 
Done vif) = m = n. 

6) Soient n un entier naturel et posons vif) = m. 

=> ) Si v(f) > n : 

- Si v(f) = +oo : 

Alors/est nulle. On done : \/k e N : k < n => ak = 0. 

- Si v(f) + +oo : 

Alors/est non nulle. \/k el tq : k < n. 

k < n => k < m => ak = 0. 

<= ) Si on a pour tout entier naturel k + n, a k = 0 : 

Posons vif) = m et supposons m < n. 

Alors m e Net a m = 0. Done m + vif). Ce qui est absurde. 

Ce qui montreque vif) = m > n.. 


Exemple 1-2-3 : 

Soit ,4 un anneau unitare non nul. 

1) Va e A* : v{a ) = 0. 

2) v{X) = 1. 

3) V« e N : v(X") = n. 


En effet: 

1) Soit a un element non nul de K. 

Puisque a = {a5 o+)^ eN et puisque a<5o,o = a\ = a + 0 alors (d’apres la proprietes 
1-2-2 4))v(a) = 0. 

2) Puisque X = {8\,k)k& N , <5>i,i = 1 + 0 et <5 0 ,o = 0 alors (d’apres la proprietes 1-2-2 5)) 


v(X) = 1. 

3) Soit n un entier naturel. 

X" = (Sn,k) ke] 

$n.n = 1+0 


r 


Puisqu’on a : < 


alors v(X ! ) = n. 


^ VA: e N : k < n => 8 n ,k = 0 


Proprietes 1-2-4 : 

Soient A un anneau unitaire. 

1) V fg e : 

X)v(f+g) > min(v(/),v(g)). 

b) vif) + v(g) => vif+g) = min(v(/),v(g)). 

2) V/e A N et V/ieN:v(/) = »« 3/ 0 e ^4 N tq : \ X ^ 

l v(/o) = 0 

3) Vf g A n et V/7 e N : vif) > n 3 / 0 e ^4 N tq : f = X"f. 
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4) V/g e A n : vifg) > vif) + v(g). 

5) Si A est integre et si fg sont des series formeiles a coefficients dans A aiors : 

a) vif) = v(g) = 0 => vifg) = 0. 

b) vifg) = v(f) + v(g). 


Demonstration : 

1) Soient/ = ia k ) ke N etg = (b k ) keN deux series formeiles a coefficients dans A. 

a) Posons min (v(f),v(g)) = n. 

- Si f = 0 : 

Aiors :v(f+g) = v(0+g) = v(g) = min(+co,v(g)) = min(v(0),v(g)) 

= min(v(/),v(g)) > min(v(/),v(g)). 

- Si g = 0 : 

Aiors : vif + g) = vif + 0) = v(f) = min(v(/),+oo) = min(v(0),v(g)) 

= min(v(/),v(g)) > min(v(/), v(g)). 

- Si f 0 et g 0 : 

\/k el tq : k < n on a : 

f k<n = min(v(/),v(g)) < v(/) => a* = 0 
< au + bk = 0 . 

[ k < n = min(v(/),v(g)) < v(g) => b k = 0 

Done : vif+g) >n = min(v(/),v(g)). 

b) Supposons que vif) + v(g) et posons min(v(/),v(g)) = n. 
vif) + v(g) => n = min(v(/),v(g)) ^ +oo => /? e N. 

v(/) * v(g) => [v(/) -< v(g) ou v(g) ■< v(/)]. 

D’apres a) ona:v(/’+g)>;? = min(v(/),v(g)). 

- Si v(f) k v(g) : 

.. I v(/) = n a„*0 

Aiors : < => < => a n + b n = a n + 0 

n < Kg) [ b„ = 0 

=> K/ + g) < n = min(v(/),v(g)). 

- Si v(g) k v(f) : 


Aiors : 


n < vif) 
v(g) = n 


G-n 0 

b n + 0 


—^ (In + bn — bn + 0 


=> K/ + g) < w = min(v(/),v(g)). 

Puisque vif+g) > n = min (v(/),v(g)) et vif+g) < n = min (v(/),v(g)) aiors : 
v(/ + g) = n = min (v(/),v(g)). 

2) Soient/ = (a*) N une serie formelle a coefficients dans ^ et n un entier nature!. 
=>) Si v(f) = n : 

Aiors : a„ * 0 et \fk <n \ a k = 0. 

Pour tout entier naturel k, posons d k = a n+k et posons/ 0 = (d k ) ke N . 
d 0 = G n +, = G n + 0 —^ v(/o) — 0. 

Posons X"/ 0 = (KKe N - 

Pour tout entier naturel k on a : 

- Si k -< n : b k = 0 = a k . 

- Si k ^ n ./?/. = d k -n = Gn+k-n = G k . 


Par suite on a : 


f=X'f 0 
vif,) = 0 
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<^= ) Supposons qu’il existe une serie formelle f 0 a coefficients dans A telle 
que f = X n f 0 etv(f 0 ) = 0. 

Posons /o = (dk)k efq . v(f 0 ) = 0 => do + 0. 


Par suite on a: 


a n — d n—a — do -t~ 0 

\/k e N : k < n => a* = 0 


Done vif) = n. 

3) Soient/une serie formelle a coefficients dans A et n un entier naturel. 
Supposons que vif) > n. 

Posons vif) = m. 


- Si m = +oo : 


Alors vif) = m = +co => / = 0. 

II suffit de prendre f 0 = 0 et on a : /= 0 = X n 0 = X'f 0 . 
- Si m ± +oo : 


Alors v(f) = m e N. 

D’apres 2) il existe une serie formelle/ 0 a coefficients dans A telle que 

/= X"'g et v(g) = 0. 

m = v(f) > n => m - n e N. 

f=X"'g = x n+m ~"g = {X n X m ~ n )g = X n (X m ~"g). 

f f oe JN 

II suffit de prendre f 0 = X m ~"g et on a : < ' 

\f=X’fo 

4) Soient/et g deux series formelles a coefficients dans A. 

- Si fg = 0 : 

Alors : vifg) = v(0) = +oo > vif) + v(g). 

- Si fg + 0 : 

Posons : v(f) = n e t v(g) = m. 

fg + 0 => [/+ 0 et g ± 0] => n,m e N. 

II existe alors deux series formelles/ 0 et go a coefficients dans A teles que : 

/= X'fo et g = X m go. 

Alors :fg = (X"f 0 )(X m g 0 ) = (M'")(/ogo) = X—fogo). 

Ce qui montre que : v(fg) >n + m = vif) + v(g). 

5) Supposons que A est integre et qu efg sont des series formelles a coefficients 
dans A. 

a) Supposons que vif) = v(g) = 0. 

Posons . f— g — (bk)^ fg — 

v (f) = v (g) = 0 => [ao * 0 et b 0 + 0]. 

Puisque A est integre alors : c o = a 0 bo + 0 => vifg) = 0. 

b) - Si fg = 0 : 

Alors : vifg) = v(0) = +co = vif) + v(g). 

- Si fg ± 0 : 

Posons : vif) = n et v(g) = m. 
fg + 0 => [/+ 0 et g + 0] =>/?,«? e N. 

II existe alors deux series formelles f 0 et g 0 a coefficients dans A telles que : 

/= Xfo, g = X m go et vifo) = vigo) = 0. 
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Alors ■ / f§ = = WXfogo) = fogo) 

\ vtfogo) = 0 

Done : v{fg) = n + m = v(f) + v(g). 


Theoreme 1-2-4 : 

Si A est un anneau unitaire alors est integre si seulement si A est integre. 


Demonstration : 

Soit ^4 un anneau unitaire. 

=>) Si ,4 n est integre : 

A est integre (car A est un sous-anneau de^ N ). 

<= ) Si A est integre : 

Soient/etg deux series formelles a coefficients dans A telles queyg = 0. 

fg=0 => v(fg ) = +co => v(f) + v(g) = +co => [v{f) = +co ou v(g) = +oo] 
=* [/ = 0 ou g=0], 

Donc^4 N est integre. 


1-3- Derivee d’une serie formelle : 

Definition 1-3-1 : 

Soit A un anneau unitaire et/= (a k ) ke N e une serie formelle a coefficients dans A . 
On appelle dedivee de/la serie formelle a coefficients dans A notee/'definie par: 

/' = ((k + 1 )a k +\ )/ce n = (a u 2a 2 ,3a3, .)■ 

Exemple 1-3-2 : 

Soit ^ un anneau unitaire. 

1) Va e A : a' = 0. 

2) X = 1. 

3) Vn e N* : ( X n )' = nX n ~ l . 

En effet: 

'I'jVd £ A . d (d8 0,k ) k £ ((^“f~ 1 ^d3o , k +1 ) k £ t). 

Car on a : Vk e N : (k+ l)a8 0 ,k+i = (k + l)a0 = 0. 

2 ) x' = (8 hk y ken = {{k+ i)8 Kk+l y ken . 

f pour k * 0 on a : (k+ l)<5i,* + i = (k + 1)0 = 0 = 8 0 , k 
Vk e N : < . 

I pour k = 0 on a : (k+ l)<5u-+i = <5 M = 1 = 8 0 ,o = So* 

Done : X = ((k+ l)S lMi y keN = (8 0M )' keN = 1. 

3) Vn e N* : (X")' = (^aOfeN = ((* + l)5, a+ i)^ N . 

Vk e N : 

- Pour k = n - 1 : 

{k + l)<5fi,£+i vi5 nn yi\ n3 n -\ n ~\ vi 5 n -\ tk . 
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- Pour k + n - 1 : 

(k + l)5„,/t+i = (k+ 1)0 = 0 = nO = n5 n -\,k- 
Done : (X”)' = (( k+ 1 )<5, 3j a+i )' ks N = (n8 n -i,k)' ksN = n(S„-i,k)' ken = nX "~ 1 - 


Proprites 1-3-3 : 

Soit ^4 un anneau unitaire . 


-\)Vf,gsA« : (/ + g)' =f'+g'. 
2 ) V/,g e A n : <Jgj =f’g+fg'. 


3 ) Vf € A n et Va e A 


(of)' = af’ 

{fci)' = f'a 


4 ) V/e A« ://' =//=> Vn € N* : (/'”)' = n/”" 1 /'. 

5 ) Si ^ est abelien alors : V/e e 7 Vnef : (f'^w/" -1 / 1 . 


Demonstration : 

1) Soient/ = (a*)£eN etg = (b k ) keN deux series formelles a coefficients dans A. 

(f+g)' = [NteN + ^teN] 1 = (a k + b k y ken = ((/ + \)(a k + b k )) keN 
= ((k + 1 )a k + (k+ 1 )bk) k eN = ((^ + + ((^ + 

= ( a k) ke N + ( b k) ke N 

=f'+g'~ 

2) Soient/ = (a k ) ken etg = (b k ) keN deux series formelles a coefficients dans ,4. 
Posons/g = (c k ) ken . 

VA: e N : 

k+ 1 k+ 1 k+ 1 

(£ + !) c /t+l = ( k+ V )^j a i b k+\-i = X ( ^ + l ^ a J b k+\-j = ^ ( J + k + 1 ~j) a J b k +1 

.7=0 ,7=0 .7=0 

it+1 

= ^[jajh+l-j + ( k+l ~j) a j b k+\-j ] 

7=0 

it+1 it+1 

= X-^Jt+W + X (A: + 1 —j^ a J b k+\-j 

.7=0 ,7=0 

it+1 k 

= X ]j a J b k+\-j + X (A ' + 1 ~j^ a J b k+\-j 
.7=1 .7=0 

A: A: 

= X^’ + 1 ) a 7+i h k-i + X a 7^ ~j + 1 )&*-/+1. 

7=0 ,/=0 

Posons ■/ g = ( w A')&eN st fg — (v^)^ eN . 

k k 

VA: e N : u k = X^' + 1 ) a 7 +l b k-i et v k X a i( k ~j + l)&£-y'+l. 

7=0 ,7=0 

Par suite on a : (A: + 1 )c* = a* + v*. 
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Ce qui montre que : 

(fs) ~ ((^+ = (w* + Vi)^ GN = + ~fs^~fs- 

3) Vf <= A n et Va e A : 

* («/) ; = a 'f+ a f = 0 /+ af = 0 + af - a f 
-k (fa)' = f'a+fa' = f'a+fO = f'a + 0 = f'a. 

4) Soit/une serie formelle a coefficients dans 4 telle que//' =/'/ 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, (/") = nf n ~ x f 

- Pour n = 1 : 

CO' = (/')’ =/' = i/T = i/- 1 /' = 

- Pour n - 1 : 

Supposons que (/” ’) = 0 - 1 )/"“ 2 /'- 

- Pour n : 

Montrons qu’alors : (/") = 

(O' = (o 1 /)' = (/”"‘)/+/"- 1 /' = [(»- i)/"- 2 / , y+/"- 1 /' 

= («- i)/"- 2 (/r) +/-■/' = («- i)/"- 2 (/r') +/"- 1 /' 

= («-1 )(/”- 2 /y + /”~'/' = <" - dC/O/' +/'" 1 /' 

5) Supposons que 4 est abelien. 

Alors est abelien et par suite pour toute serie formelle a coefficients dans A 

on a ://'=/'/ 

Ce qui montre que : V/e et Vn e N* : (/") / = nf n ~ l f. 


1-4- Derivees succissives d’une serie formelle : 


Definition 1-4-1 : 

Soit A un anneau unitaire et/e une serie formelle a coefficients dans A. 
On definit par recurrence sur A e N la dedivee A'® me de/note / {k) par: 


VA e N 


/ (0) =/ 


/ 


(*) 




- Si A: = 2, / est appelee la derivee seconde de/et note aussi :/". 

n \ 

- Si k = 3, / est appelee la derivee tierce de/et note aussi :/'". 


Exemple 1-4-2 : 

Soit^4 un anneau unitaire . 

★ Va e A et VA e N* : a (A) = 0. 

J- 1 

I VA >- 1 : = 0 
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Proprites 1-4-3 : 

Soit ^ un anneau unitaire . 

f = n \^ X n ~ k si \ k<n 

1) \/n,k e N : < (n-k)\ 

1 (X n ) [k) = 0 si : A >- 77 

2) V/,ge/ et V£e N : (f+g) w = /<*>+£<*>. 

3) Va e A et V/ e : (o/) w = a/W. 

4) Va e ^ ef Vf gA n : (fa) {k) =f^a. 


Demonstration : 

1) Montrons par recurrence sur k e N que pour tout entier naturel n : 

f (X n ) (k> = , n ', X n ~ k si : n > k 
J {n-k)\ 

] (X n ) {k} = 0 si : n < k 

- Pour k = 0 : 

V/7 e N : (X") w = (X") (0) = X n = \X n = ^-X n = ” ! A ,, X»- Q = w! JT 


7 w! («- 0)! 

(X") w = , X n ~ k s\\n>Q) = k 


(77 - k )! 


Par suite on a : < 

| (X") w = 0 si : 

- Pour k- 1 : 

f _ _77! 


si : 77 -< 0 = k 


Supposons que : V77 e N : 


- Pour k: 


(n-k+ 1)! 


T , n-k +1 . ^ . . 

X si : 77 > k - 1 


si : 77 -< k— 1 


{X n ) {k) = f n '-,, X" k si : 77 > k 


Montrons qu’alors : V 77 e N : < ( fl ^)- 

| (X n ) (k} = 0 

• Si n > k : 

Alors 77 > k- 1. D’apres I’hypothese de recurrence on a : 

(X n 1 ^ k ~ 1 ) = _77j_ X n~k + 1 

v ' (77 - £ + 1)! 


si : 77 -< k 


ZENNAYI Mohammed 


16 sur 115 


Polynomes 



Par suite on a : 

(*»)« = [(X»)^]' 


n\ 


(n - k + 1)! 
n\ 


X 


n—k +1 


n\ 


(n - k+ 1)! 


(x M ) 


(n - k+ 1)! 
-X 


(n - k+ 1 )X 


n-k 


Tl ! v n-k 


{n - k )! 

• Si n = k - 1 : 

Alors n = k— 1 > k— 1. D’apres I’hypothese de recurrence on a : 


on 


{k- 1 ) 


n\ 


(n - k + 1)! 

(Ar-1)! 


-X 


n-k +1 


(k- 1 )! 


{k-\-k + 1)! 


-X 


k-l-k+\ 


(k- 1)! yo 
0 ! X 


1 


! = (*-!)!■ 


Par suite on a : (X”) w = [(X") ( ^ l} ] = [(£- 1)!]' = 0. 

• Si n < k - 1 : 

D’apres I’hypothese de recurrence on a : (X") (A_1) = 0. 
Par suite on a : (X ! ) w = [(X*) 0 ^ ]' = O' = 0. 

rn\{k) _ n\ n-k 


on 


x " - ' 1 si :k<n 


Ce quimontre que : \/n,k e N : <( 0? &)! 

(X") w = o si \k>n 

2) Montrons par recurrence sur k s N que si fetg sont des series formelles a 
coefficients dans ,4 alors : if+g) {k) = f (k) +g w - 

- Pour k = 0 : 

Vf,g e A N : (f+g) w = (f+g) w =f+g=jM +g(°) =/W +g«. 

- Pour k - 1 : 

Supposons que : V f,g e : (f + g) {k ~ l) = / (jt_1) +g {k ~ X) . 

- Pour k: 

Montrons qu’alors : V f,g e : (0+g) w = f (k) +g {k) ■ 

Vf,gGA« : (f+g) m = [(/+g) |i - |) ]' 

= +g (^ “ 1) ] , (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= ^)'+( g ^y 

3) Montrons par recurrence sur k g N que pour tout element a de K et pour toute serie 
formelle/a coefficients dans iona: (a/) {k) = af (k \ 

- Pour k = 0 : 

Va e K et V/e : (a/) w = (a/) (0) = a/ = a/°> = a/«. 

- Pour k- 1 : 

Supposons que : Va e K et Vf g A N : ( af) (k ~ l] = af {k ~ l) . 

- Pour k: 

Montrons qu’alors : Va e K et Vf g A N : (qf) {k) = qf {k) . 

Va g K et V/e : 

(a/) W = [(q/)^]' 

= [af {k ~ x) ] (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= a{f (k -'y)' 

= af k \ 
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4) Montrons par recurrence sur k e N que pour tout element a de K et pour toute serie 
formelie/a coefficients dans iona: {fa) {k) = f {k) a. 

- Pour k = 0 : 

Vfi! £ K et V/e : (fa) {k) = (fa) {0) = fa = f»a = /<*>a. 

- Pour k- 1 : 

Supposons que \\/aeK et V/e : ifa) {k ~ l) = f {k ~ X) a. 

- Pour k: 

Montrons qu’alors : Va e K et V/e : (/a) w = /% 

Vael et V/e : 

(/a) W = [(/a)^]' 

= ' (d’apres I’hypothese de recurrence) 

— f- k) a. 


2-Generalites sur les polynomes : 

2-1- Polynomes et degre d’un polynome : 

Definition 2-1-1 : 

Soit ^4 un anneau unitaire et/= (a,t)&e N e ^4 N une serie formelie a coefficients dans ,4. 
On dit que/est un polynome a coefficients dans A ou/est un polynome s’il existe un 
entier naturel n tel que : VA: e N : k > n => a k = 0. 

Definition 2-1- 2 : 

Soit ^4 un anneau unitaire et/= N e ,4 N un polynome a coefficients dans A. 
-Si/*0: 

Le plus grand entier naturel k tel que a k ± 0 est appele le degre de/et note d °(f). 
C’est dire : d °(f) = max(<(/ el tq : a k ± 0». 

Dans ce cas si d °(f) = n alors : 

• a„ est appele le coefficient du plus haut degre de/ou le coefficient dominant de/. 

• Si a n = 1 on dit que le polynome/unitaire. 

- Si/= 0 : 

On pose d °(0) = -qo appele le degre de 0. 

Exemple 2-1-3 : 

Soit ^4 un anneau unitaire. 

★ Va g A* : 

• a est un polynome a coefficients dans A et d °(a) = 0. 

• a est le coefficient dominant de a. 

• a est unitaire si seulement si a = 1. 

★ Va g A : a est un polynome a coefficients dans A et d °(a) < 0. 

★ Les elements de A sont tous des polynomes a coefficients dans A. 

*Xest un polynome unitaire a coefficients dans ,4 de dege 1 (c’est a dire d °(X) = 1). 
*V«e N, X" est un polynome unitaire a coefficients dans A de dege n. 

C’est a dire : Vn e N : d °(X n ') = n. 
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Proprietes 2-1-4 : 

Soit ^4 un anneau unitaire et/= (at)j ceN e un polynome a coefficients dans ,4. 

“\) d °(f) e N <=>/^ 0. 

2) d°(f)=-^^f=0. 

3) d°{f) g NU {-°o>. 

4) d °(f) = 0 <=>/g ,4*. 

5) </°(/) < 0 <=>/g 

6) V/7 g N : d°(f) - n <=> < 

[ V£eN:A:>-«=>a£ = 0 

Dans ce cas a n est le coefficient dominant de/ 

7) V/7 g N : d°(f) < n <=> [V& g N : k > n => at = 0]. 


Demonstration : 

1) =>) Si d°(f) g N: 

Supposons que/= 0. 

D’apres la definition 2-1-2, d°(f) = +® ? I. Ce qui est absurde. Done /* 0. 

<= ) Si f =£ 0 : 

Soit n le plus grand entier naturel A- tel que at * 0. 

D’apres la definition 2-1-2 : d°(f) = n e N. 

2) =>) Si d°(f) = -oo : 

d°(f) = -oo ? N ^ = 0 (d’apres 1)). 

<= ) Si f = 0 : 

D’apres la definition 2-1-2) : d°(f) = — 00 . 

3) - Si f * 0 : d°(f) g N c N U {-oo}. 

- Si f = 0 : d°(f) = -oo effu {-oo}. 

Done : d°(f) effU {+oo}. 

4) =>) Si d °(f) = 0 : 

Alors 0 est le plus grand entier naturel A tel que au * 0. 

_ f ao ± 0 

On a done : 2 Par consequent on a : 

1 ak = 0 VA > 0 


w7 T [ a k = 0 = a 0 0 = a 0 S 0 ,k si k ± 0 

\/k g N : < 

j ak = ao = aol = rro<5o,o = ao5o,k si k = 0 
Ce qui montre que/ = (ao8o,k)ken = «o e A*. 

) Si f e A* : 

Alors il existe un element non nul a g A* tel que/ = a = (a8 0 ,k)ke 


Par suite on a : 


ad oo = a ± 0 


d 0 f= 0. 


| aSo,k = 0 \/k > 1 

5)/(/)<0o [^°00 = 0 ou </°(/) k 0] «• [d/°(/) = 0 ou d°(J) = -oo] 
<=> [/e ,4* ou /=0]<=>/e^4. 
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6) Soient n un entier naturel etl = {k e N tq : a k * 0} 

=>) Si d°(f) = n : 

Puisque d°(f ) = n est un entier naturel alors/est non nulle et n = d°(f) est le 
grand element de I. 


On a done: 


n e / 

\/k g N : k > n k <£ I 


a n ± 0 

VA: e N : k > n => ak = 0 


) Si a n ± 0 et si on a pour tout entier naturel k > n, a k = 0 : 

Posons d°(J) = m. 

Puisque a„ ± 0 alors/est non nulle alors m = d°(f) e N, m est le plus grand 
element de / et n e I. 


n e I => m > n. 

Supposonsque m > n. Alors : a m = 0 => d°(f) = m <£ I. Ce qui estabsurde. 
Done d°(f) — m = n. 

Dans ce cas a„ est le coefficient dominant de f. 

7) Soient n un entier naturel et posons d°(f) = m. 

=>) Si d°(f) < n : 

- Si d°(f) = -oo : 

Alors/est nulle. On a done : \/k e N : k > n => ak = 0. 

- Si d°(f) ^ -oo : 

Alors / est non nulle. \/k el tq : k> n. 
k > n => k > d°(f) = m => ak = 0. 

) Si on a pour tout entier naturel k > n, a k = 0 : 

Posons d°(f) = m et supposons m > n. 

Alors m g N et a m = 0. Done m ± d°(f). Ce qui est absurde. 

Ce qui montreque d°(f) = m < n. 


Lemme 2-1-5 : 

Soient^ un anneau unitaire,/= (a ; ) /eN une serie formelle a coefficients dans^l et« un 
entier naturel quelconque. 

Les deux proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) /est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n. 

n 

ii) V/ g N : a\ = ^ cikdkj- 

k= 0 

Dans ce cas : d°(f) = n c=> a„ ± 0. 


Demonstration : 

i) => ii) Supposons que f est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n : 
Soit i un entier naturel quelconque. 

- Si i < n : 

f cikSkj = akO — 0 si k ± i 

vk- 0,1,_ ,n : < 

j akdkj a [Si i a A ai s i A i 

n 

Done . ai = akdk,i- 

k= 0 
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- Si i > n : 

Alors : at = 0 (car i > n > d°(f)). 

\fk = 0,1,_ ,n : k < n < i => k ± i => akSkj = a A 0 = 0. 

n 

Done . cij — 0 — Uk8k,i- 

k= 0 

n 

ii) => i) Supposons que pour tout entier naturel on a : ai = ^ a k 8 ki : 

k= 0 

Soit i un entier naturel quelconque tel que i > n. 

\/k = 0,1,_ ,n : k<n<i=>k±i^> dkdkj = a A -0 = 0. 

n 

Done . ui — 0 = cikSkj- 
k= 0 

Ce qui montre que/est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n. 
Dans ce cas : 

=>) Si d°(f) = n : 

Alors d n * 0 (car d n est le coefficient dominant de f). 

<= ) Si a n ^ 0 : 

1 d n ^ 0 n < d°(f) 

Theoreme 2-1-6 : 

Soient.4 un anneau unitaire ,/= (a,) /eN une serie formelle a coefficients dans A et 
un entier naturel quelconque. 

Les deux proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) /est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n. 

n 

ii) / = ^ dkX k = do + d\X+ d2X 2 + . +d n X n . 

k= 0 

Dans ce cas : d°(J) = n c=> a„ * o. 


Demonstration : 

[/est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < «] (d’apres le lemme 2-1-5) 


<=> 


Vi e N : a,- 


dkdk,i 
k =0 


<=> 

/= f X ak5 kJ J 

<=> 

n 

f = ^^j(flkdk,i ) /e pj 


\k =0 / ;e f: : ] 


fc=0 


n 

<=>/= 

k =0 

Dans ce cas : </°(/ = n « d„ ± 0 (d’apres le lemme 2-1-5). 
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Theoreme 2-1-7 : 

Soit A un anneau unitaire ,/ = (a,-) ;e N une serie formeile a coefficients dans A et 
a 0 ,a i,. ,a„ des elements quelconque de A. 

n 

f = ^ cikX k <=> Vz e N : 
k= 0 

Dans ce cas : 

1) / est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n. 

2) d°(f) — n c=> a„ ± 0 <=> a n ± 0. 


| a, = a,- si i < n 

| a.i — 0 si i > n 


Demonstration : 


) Si f = J]a k X k : 


k =0 


Alors . {(Xi ) p.j —f— ClkX k — Clk(3k,i ) kdk,i) j£ pj — | dk&k,i 


Par suite on a : V; e N : < 


£=0 £=0 £=0 

a, = y, cikdkj = ai si i < n 

k= 0 


X=0 


ie i 




a ‘ = Y. a k$k,i = o 
k= 0 


si i > n 


) Si pour tout entier naturel i < n, on = ai et pour tout entier i > n, on = 0 : 

Puisque / est un polynome et puisque d°(f) < n (car a, = 0 pour tout entier i > n) 

n n 

alors (d’apres le theoreme 2-1-6) :/= a k X k = akX k . 

k =0 k =0 


Dans ce cas (d’apres le lemme 2-1-5): 

1) / est un polynome a coefficients dans A et d°(f) < n. 

2) d°(f) = » o a, ^ 0 « ^ 0. 


Corollaire 2-1-8 : 

Soit ^4 un anneau unitaire,/ est un polynome a coefficients dans ,4 et n un entier 
naturel quelconque. 

Si d°(f) < n, il existe d’une fagon unique a 0 ,a i,. ,a n e A tels que : 

n 

f = CtkX k = £Zo + l-Y + U2X^ +. +u n X n . 

k =0 


Demonstration : 

Posons/= (a,) /eN . 

- Exisence : 

Puisque/est un polynome et puisque d°(f) < n alors (d’apres le theoreme 2-1-6): 

n 

f=Y, a * xK 

k= 0 

D’ou I’existence. 
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- Unicite : 

n 

Soient a 0 ,a i, ., a n des elements quelconque de A tels que/ = ^ a k X k . 

k= 0 

D’apres le theoreme 2-1-7 on a : \/k = 0,1,. ,n : a k = a k . 

D’ou I’unicite. 


Corollaire 2-1-9 : 

Soit ,4 un anneau unitaire,/ est un polynome a coefficients dans ,4 et n un entier 
naturel quelconque. 

Si d°(f) = n il existe d’une fagon unique des elements ao,ai, . ,a n e A tels que : 

n 

f = ^ a k X k = ao + a\X+ CI 2 X 2 + . +a n X" et a„ * 0. 

k= 0 

a„ est le coefficient dominant de/ 

En effet: 

Supposons que d°(f) = n. 

Puisque d°(f) = n < n alors d’apres le corollaire 2-1-8, il existe d’une fagon unique 

n 

ao-,a u . ?@n ^ A tels que : / = ^ a k X k . 

k= 0 

Comme on a d°(f) = n alors a n * 0. Done a n est le coefficient dominant de/ 

Corollaire 2-1-10 : 

Soit ,4 un anneau unitaire . 

Pour tout polynome/a coefficients dans A il existent des elements 

n 

ao,a\, . ,u n £ A tels que : / = ^ u k X k = ao + a\X+ CI 2 X 2 + . +a n X". 

k= 0 


En effet: 

Soit/ = (cii) iG N un polynome a coefficients dans A. 

II existte un entier naturel n tel que : \/k e N : k > n => a k = 0. 

D’apres la propriety 2-1-4 7), d°(f) < n par suite il existe (d’apres le corollaire 2-1-8) 

n 

.? @n ^ A tels que : / = ^ a k X k . 

k= 0 


Corollaire 2-1-11 : 

Soit ^4 un anneau unitaire . 

Si/et g sont deux polynomes a coefficients dans A alors il existe des elements 

ao,a\, . ,a n ,bo,bi, . ,b n e A tels que : 

n n 

f= S a k .X k et g = ^ b k X k . 
k= 0 k= 0 
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En effet: 

Soient/ = (a*)*e n et g = n deux polynomes a coefficients dans A 

k > ni ^ a k = 0 

II existte deux entiers naturels n\ et n 2 tels que : \/k e N : < 

1 A: > «2 => bk = 0 

Posons /? = max(/7i,/? 2 ), on a alors pour tout entier naturel A: > n, a k = b k = 0. 
D’apres la propriety 2-1-4 7), <7°(/) < n. Par suite (d’apres le theoreme 2-1-6) on a 

/= XI akXk g = X bkXk - 

k= 0 A=0 


Corollaire 2-1-12 : 

Soient^4 un anneau unitaire eta 0 ,«i,. ,a„ des elements quelconque de^4. 

n 

La serie formelle / = X a ^* a coefficients dans A est un polynome et d°f < n. 

k= 0 

Si de plus a„ ± 0,/est non nul de degre n et de coefficient dominant a n . 

Demonstration : 

n 

Posons/= X«*^* = (a.OfSN- 
k= 0 

n 

D’apres le theoreme 2-1-7,/= X a kX k est un polynome et d°f < n. 

k= 0 

Si de plus a„ * 0 alors (d’apres le theoreme 2-1-7)/est non nul de degre n et de 
coefficient dominant a„. 

Corollaire 2-1-13 : 

Soient,4 un anneau unitaire et a 0 ,a i,. ,a„,b 0 ,b i,. ,b„ des elements 

quelconques de^4. 

n n 

Si X**X* = Y, bkXk alors P° ur tout entier naturel k < n, a k = b k . 

k= 0 k= 0 

n n 

C’est a dire : X a ^ k = X bkXk => Vk = 0, 1, . ,n : a k = b k . 

k= 0 k= 0 


En effet: 

« n n 

Posons/ = X«^ et supposons que/ = X a ^ = X b k X k . 

k= 0 £=0 £=0 

n 

D’apres le corollaire 2-1-12/ = X a kX k est un polynome et d°f < n. 

k= 0 

n n 

Puisque/est un polynome, d°f < n et/ = X a k X k = X b k X k alors, d’apres le 

k= 0 k= 0 

corollaire 2-1-8, a k = b k pour tout entier naturel k < n. 


ZENNAYI Mohammed 


24 sur 115 


Polynomes 







Corollaire 2-1-14 : 

Soient ,4 anneau unitaire et ao,a\, . ,a n des elements quelconques de A. 

n 

Si ^a k X k = 0 alors, pour tout entier naturel k < n, a k = 0. 

k= 0 

n 

C’est a dire : a k X k = 0 => ao = a\ =. = a n =0. 

k= 0 

En effet: 

n 

Supposons que ' s ^ j a k X k = 0. 

k= 0 

n n 

Alors : ^ a k X k = ^ 0X k =>\/k= 0,1,. ,n : a k = 0 (d’apres le corollaire 2-1-13). 

k= 0 k= 0 


Notation 2-1-15 : 

Soit^ anneau unitaire. 

* L’ensemble des polynomes a coefficients dans A est note A[X] . 

* Pour tout entier naturel n on note par A n [X\ I’ensemble : 

A n [X] = {f e A[X] tq : d°(f) < 77 } 


Proprietes 2-1-16 : 

Soit^ un anneau unitaire. 

1) Pour tout entier naturel n, A a A n [X] | cz A[X]. 

2) Si B est un sous-anneau unitaire de A alors : 

a ) B[X\ c A[X\. 

b) Pour tout entier naturel n,B n [X] a A„[X]. 

3) Z[X\ cz Q[Z] cz R[X] cz C[X]. 

4) Pour tout entier naturel n, Z„[X] cz Q JX] cz M„[X] cz C»[X], 


5) Si A - C alors : V/e C[Z] :/ e M[X] « / = / 

6) Pour tout entier naturel n, A n [X] est un sous-groupe de 04 N ,+). 
1)A[X\ est un sous-groupe de 04 N ,+) contenant^t etX. 

8) Soient/ et g deux polynomes a coefficients dans A. 

a ) d°(f+g) < ma x(d°{f),d°(g)). 

b) Si d°(f) ± d°(g ) alors : d°(f+g) = ma x(d°(f),d°(g)). 

c) Soient n et m deux entiers naturels. 


J f e ^„[X],dont le coefficient de degre n est a 
! g e ^l m [Z],dont le coefficient de degre m est p 


alorsyg g A n+m [X] dont le coefficient de degre n + m est a/3. 

d ) fg*A\X\ et d°(fg) < d°(f) + d°(g). 

e) Si/et g sont non nuls de coefficient dominants respectivement a et (3 et si a(3 est 
non nul alors : d°(fg ) = d°(f) + d°(g ) etyg est non nul de coefficient dominant aft. 

f) Si/et g sont non nuls de coefficient dominants respectiement a et / et si I’un des 
elements a et / est inersible alors d°(fg) = d°(J) + d°(g) et fg est non nul de 
coefficient dominant a/. 
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g) Si/etg sont unitaires alors/g est unitaire et d°(fg) = d°(f) + d°(g). 

h) Si A est integre,/est non nul de coefficient dominant a etg est non nul de 
coefficient dominant / aiors : d°(fg ) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de 
coefficient dominant afi. 

i) Si A est integre aiors : d°(fg) = d°(f) + d°(g). 

9 )A[X] est un sous-anneau unitaire de^ N contenant.4 etX. 

10) A[X] est le petit (pour I’inclusion) sous-anneau de^ N contenant^ etX. 

11) A[X\ est nul si seulement si A est nul. C’est a dire : A[X] ± 0 <=> A ± 0. 

12) A[X] n’est pas un corps. 

13) A[X] est abelien si seulement si A est abelien. 

14) A[X] est integre si seulement si A est integre . 

15) Si ,4 est integre aiors : U(A[X] ) = U(A). 


Demonstration : 

1) Soit n un entier naturel quelconque. 

* Va g A : a est polynome a coefficients dans A et d°a < 0 < n. Done a e A n [X |. 
Ce qui proue que A c A,,[X\. 

n 

*V/e A„[X] : 3ao,a\, . ,a„ g A tq : f = ^ akX k . Done :/ e A[X]. 

k= 0 

Ce qui proue que A„[X | c A[X\. 

Par consequent on a : A cz A n [X] c A[X] 

2) Supposons que B est un sous-anneau unitaire de A. 

n 

a) V/g B[X\ : 3ao,a\, . ,a„ gS tq : / = ^ akX k . 

k= 0 

n 

ao,a\, . ,a„ g B a A => f = ^ j a kX k g A[X\. 

k= 0 

Done : B[X] a A[X], 

n 

b) V n g N et V/ g B n [X\ : 3ao,a\, . ,a n g B tq : f = ^ akX k . 

k= 0 

n 

ao,a\, . ,a„ g B a A =>/ = '^cikX k g A„[X]. 

k= 0 

Done : B„[X\ a A„[X\. 

3) Z[X\ c Q[Jf] c R[X] c C[Z], 

Car Z est un sous-anneau unitaire de Q, Q est un sous-anneau unitaire de M et R 
est un sous-anneau unitaire de C. 

4) Vw g N : Z„[Z] cz Q^[Z] c R„[Z] c C„[X], 

Car Z est un sous-anneau unitaire de Q, Q est un sous-anneau unitaire de M et R 
est un sous-anneau unitaire de C. 

5) Supposos que A = C et soit/un polynome a coefficients complexes. 

=>) Si f g R[X] : 

Aiors :/g R[X] a M N =>/ =/. 
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<=) Si/=/: 

Posons/ = (0 *)*gn- / e C[X] => 3n e N tq : VX > n : a* = 0. 

f / e C[X] c C N 
J _ L J =>/e R n . 

L / =/ 

Puisque/ e IR r et puisqu’on a a* = 0 pour tout entier naturel k > n alors k > n. 

6) Soit n un entier naturel quelconque. 

★ Puisque A„[X] contient ,4 et puisque ,4 est non vide alors A„[X\ est non vide. 

* Vfg e A n [X\ : 3a 0 ,ai, . ,a n ,b 0 ,b i,. ,b n e A tq : 

n n 

f= ^a k X k et g= ^ b k X k . 
k= 0 A=0 

n n n n 

Alors ■.f-g='£ J a kX k ~Yj bkX k = J^(a k X k - b k X k ) = - Z>*X*) e A„[X]. 

k =0 A=0 k =0 A-0 

Donc,4„[X] est un sous-groupe de (A4 N ,+). 

7) ★ A[X] contient A et X (d’apres 1) et I’exemple 2-1 -3). 

★ Puisque A„[X] contient X alors A n [X] est non vide. 

* Mfg e A[X] : 3ao,a i,. ,a n ,bo,bi, . ,b„ e A tq : 

/= ^a k X k et g = ^b k X k . 
k= 0 A=0 

Alors : fg e .4„[X] =>/-g e ,4„[X] c ,4[X]. 

Donc,4[X] est un sous-groupe de /4 N ,+) contenant^l etX. 

8) Soit/ ,g e ,4[X] : 

a) Posons max(<i 0 (/),t/°(g)) = n. 

- Si n = -oo : 

ma x(d°(f),d°(g)) = n = -oo => d°(f) = d°(g) = -go => f = g = 0. On a done : 
d°(f+g ) = c/°(0 + 0) = r/°(0) = -oo = max(/ 0 (/),c/ 0 (g)) < max(<7°(/),<7°(g)). 


- Si n ± -go : 
Alors : n e N. 


f d°(f) < ma x(d°(f),d°(g)) = n 
[ <7°(g) < ma x(d°(f),d°(g)) = n 


/e ^4«[X] 
g e 


=>/+g G v4h[X], 

Done : d°(f+g ) < n = ma x(d° (f), d° (g)) ■ 
b) Supposons que </°(/) * d°(g) et posons ma x(d°(f),d°(g)) = «■ 

d°(f) ± d°(g) => [<7°(/) =£ -oo ow <i 0 (g) =£ oo] => n = ma x(d°(f),d°(g)) G N. 

f r/°(/) < ma x(d°{f),d°(g)) = n f f e ^„[X] 

[ <7°(g) < ma x(d°(f),d°(g)) = n [ g e ^[A 7 ] 

Alors : 3a 0 ,ai,....,a„,Z)o,6i,....,Z)„ e ^4 tq:f=^ j a k X k et g = ^ b k X k . 

k= 0 A'=0 

n n n n 

Par suite on a :/+ g = J] a k X k + ^ Zrf = ^(a k X k + b k X k ) = ^(a k + b k )X k . 

k= 0 k= 0 A=0 k= 0 

J°(/) * </°(g) => \_ n = d°(f ) > <7°(g) ow </°(/) -< <7°(g) = »]■ 

- Si n = d°(f) > d°(g) : 

[a„ ^0 et b n = 0] => a n + b n = a„ + 0 = a„ ± 0. 
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c) Supposons que 


- Si d°(f) -< d°(g) = n : 

[a„ =0 et b„ ± 0 ] => a„ + b„ = 0 + b n = b„ =£ 0 . 

Ce qui montre que : d°(f+g ) = n = ma x(d°(f),d°(g)). 

f e A n [X\, dont le coefficient de degre n est a 
g e A m [X], dont le coefficient de degre m est / 

Posons ./ = g = (b k ) keN et fg — (ca)^pj- 

/e A„[X\ => [Vk e N : k > n => a k = 0]. 
g e A m [X] => [\/k e N : k > m => b k = 0]. 

k 

-k Soit k un entier naturel quelconque tel que k> n + m. c k = y afk-i■ 

i =0 

Vz = 0,1 k: 

- Si i > n : 

Alors : a, = 0 => a\b^_i = 0. 

- Si i < n : 

Alors :-/>-« =>k-i>k-n>n + m- n=m. 

Done : b^ = 0 => af £_ z - = 0. 

k 

Par suite : = 0. 

i =0 

Ce qui montre que/g e ^4«+ w [X]. 

* a n = a et b m = j3. c n +m est le coefficient deyg de degre 77 + m. 

A 

Cn+m — y', a jbn+m-i• 
i =0 

Vz = 0,1,_ ,n + m : 

- Si i > n : 


Alors : a,- = 0 = 

- Si i -< n : 

Alors : -z >• -n 


a ib n+m-i 


0 . 


n + m — i> n + m-n 


m. 


Done . b n+m _i — 0 => afb n+m _f — 0. 

A 

Par Suite . Cn+m ^ ib n+m —/ ct n b m otfi. 

1=0 

d) - Si fg = 0 : 

Alors \fg = 0 g ,4[Z] et </°(/g) = </°(0) = -oo < />(/) + d°(g). 

- Si fg * 0 : 

Posons : d°(f) = ne t <i°(g) = m. 

/* =£ 0 => [/ * 0 et g ^ 0] => [77 = r/°(/) g N et 777 = </(g) gN], 

Par suite /g A„\X\ etg g A m \X\. 

D’apres c )fg e A n + m [X] c ^4[Z]. 

fg e A n+m [Y] => z/°(fe) <n + m = d°(f) + z/°(g). 

e) Supposons que/et g sont non nuls de coefficients dominants respectivement 
a et p et que a/ est non nul. 

Posons d°(f) = n et <i°(g) = 777. 

Puisque/et g sont non nuls alors 77 et 777 sont des entiers naturels. 

Par suite /g ^ 4„[X], g g A m [X\, a est le coefficient de/de degre 77 et / est le 
coefficient de g de degre m. 
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D’apres c ),fg e A n+m [X\ et a/3 est le coefficient d efg de degre n + m. 

Alors : d°(fg ) < n + m = d°(f) + d°{g). 

r n 

d (fg) < n + m 

< a/3 est le coefficient d efg dedegre n + m 

af ± 0 

Ce qui montre que fg est non nul, d°(fg ) = n + m = d°(f) + d°(g) et af est le 
coefficient dominant d efg. 

f) Supposons que/et g sont non nuls de coefficient dominants respectiement a et 
P et que I’un des elements a et p est inersible. 

Puisque a et p sont non nuls et I’un des deux au moins est inersible alors, 
d’pres e), on a : d°(fg ) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient dominant 

ap. 

g) Supposons que/et g sont unitaires. 

Alors/et g sont non nuls de coefficient dominants inersibles. 

Done (d’apres f)): d°(fg) = d°(J) + d°(g) et fg est non nul de coefficient 
dominant 1x1 = 1. 

Ce qui montre que/gest unitaire et que d°(fg) = d°(f) + d°(g). 

h) Supposons que A est integre, /est non nul de coefficient dominant a et g est non 
nul de coefficient dominant p. 

Puisque A est integre et puisque a et p sont non nuls alors ap est non nul. 

Done (d’apres e)): d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient 
dominant ap. 

i) Supposons que A est integre. 

- Si f = 0 ou g = 0 : 

Alors : \_d°(f) = -qo ou d°(g) = -qo] => d°(f) +d°(g) = -qo. 

Done : d°(fg) = d°( 0) = -oo = d°(f) + d°(g). 

- Si f ^ 0 et g * 0 : 

D’apres h) on a alors : d°(fg ) = d°(f) + d°(g). 

9) * D’apres 7), A[X] est un sous-groupe de (^ N ,+) contenant^l etX. 

* D’apres 8) d)),on a : V/g e A[X] : fg e A[X]. 

* D’apres 1)),on a:leic A[X\. 

Done A[X] est un sous-anneau unitaire de^l N contenant^l etX. 

10) Soit B un sous-anneau quelconque de contenant^l etX. 

n 

V/e A\X | : 3«o,«i, . ,a n e A tq : f = ^ akX k . 

k= 0 

n 

Puisque B contenant A et Xalors :/ = ^ a k X k g B. 

k= 0 

Done : A[X] a B. 

Ce qui montre que A[X] est le petit (pour I’inclusion) sous-anneau de contenant 
A etX. 

11) =>) Si A[X] est nul : 

Alors A est nul (car ,4 est un sous-anneau 6eA[X\). 

) Si A est nul : 

Alors ^1 N est nul. Done A[X\ est nul (car^4[A] est un sous-anneau de^ N ). 
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12) - Si A est nul : 

Alors (d’apres 11)), A[X] est nul. Dor\cA[X] n’est pas un corps. 

- Si A est non nul : 

D’apre la propriety 1-1-5-7), Xest un element non nul et non inersible de ^ N . 
Par suite Xest un element non nul et non inersible de A[X]. 

Done A[X] n’est pas un corps. 

13) - Si A[X] est abelien : 

Alors A est abelien (car A est un sous-anneau d eA[X]). 

- Si A est abelien : 

D’apre la propriety 1-1-5-2), ,4 N est abelien. 

Done A[X] est abelien (car A[X] est un sous-anneau de A N ). 

14) - Si A[X] est integre : 

Alors A est integre (car ,4 est un sous-anneau de^[X]). 

- Si A est integre : 

D’apre le theoreme 1-2-4), A N est integre. 

Done A[X] est integre (car A[X\ est un sous-anneau de,4 N ). 

15) Supposons que A est integre. 

* Vd e U(A) : [a -1 e A cz A[X] et aa~ l = a~ l a = 1 ] => a e U(A[X\). 

Done : U(A) cz U{A[X\). 

* Vu e U(A[X\) : mu' 1 = 1 => d Q u + d°{u~ x ) = dfuu~ x ) = d\ 1) = 0. 

Alors : d°u = c/ 0 (u _1 ) = 0 => u,vr l e A => u e U(A). 

Done : U{A[X\) cz U(A). 

Ce qui montre que U{A[X\) = U(A ). 


Contre exemple 2-1-17 : 

Si A = Z/4Z et /=2X+1 alors : 

//= r- = (2x+ r)' = r =>/ e um) - uw. 

Done U{A[X\) * U(A). 


Remarque 2-1-18 : 

Soit^ un anneau unitaire. 

1) Pour tout entier naturel n , A„[X] est un sous groupe de ( A[X\,+ ). 

Car A n [X\ et A[X] sont des sous-groupes de 04 N ,+) et A„[X] a A[X\. 

2) Va e A , V//eN et V/e A n [X] \ af fa & A n [X\. 

Car : Va e A , Vn e N et V/ e A n [X] : 

d°(af) < d°(a) + d°(f) < 0 + d°(f) = d°(f) < n 
d°(fa ) < d°(f) + d°(a) < d°(f) + 0 = d°(f) < n 


Done af fa e A„[X]. 


Proprietes 2-1-19 : 

Soit^4 un anneau unitaire. 

1) Pourtoute entier naturel n, I’application suivante : cp n : A" +1 —► A n [X] 

n 

a = (a 0 ,au . ,a n ) cp n {a) = ^ a k X k 

k=0 

est un isomorphisme du groupe additif {A n+X ,+) vers le groupe additif {A n [X\,+). 
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2) Pour toute entier naturel n, (A„[X] |,+) est isomorphe a ( A n+1 ,+ ). 

C’est a dire : Vn e N : (A„[X |,+) ^ ( A n+1 ,+ ) 

3) Pour toute entier naturel n, A n [X] est d’ordre fini si seulement si A est d’ordre fini et 
dans ce cas : \A n [X]\ = \A\ n+1 . 

n 

4) Si/=£ aX l est un polynome a coefficients dans A et si n > 1 alors : 

i =0 

n n -1 

a) /' = YjiaiX^ = l ) a k + \X k = a x + 2a 2 X+ 3a 3 X 2 +.+nX' J - 1 e . 

i= 1 /v=() 


b) Pour toute entier naturel k, 
r 

f (k) = /!«/ „ i-k 

/« = 0 



(j + k)\a j+k 

j\ 



si \ k <n 


si \ k> n 


c) Pour toute entier naturel k, f {k) e ^4[Z]. 

d) Pour toute entier naturel A: = 0, 1,. ,n, k\a k est le coefficient constant de f {k) . 

e) / (,,) = n\a n . 


Demonstration : 

1) Soient n un entier naturel quelconque. 

★ Va = (ao,ai,.,a„) e ^4 ,,+1 et \/b = {bo,b\, .,£>„) e A n+1 : 

n 

(Pn{a + b) = <p„((ao + bo,ai +b\, . ,a n + b n )) = ^(«a- + b k )X k 

k= 0 

n n n 

= + b k X k ) = ^ 

Ar=0 k=0 k=0 

= <p„(a) + <p„(6). 

Done cp n est un homomorphisme du groupe additif (A n+l ,+) vers le groupe additif 

(A„[X],+). 


* Va = 

- (a 0 , Cl i,., Cl n ) 

e ker<p„ : 





5 Z a kX k = (p n {a ) = 

0 => ao — a\ =. 

... Cl n 

0 => a = (0,0,... 

...,0). 


k= 0 





Doncker<p„ = {(0,0,.... 

..,0)}. Ce qui prouve que cp n 

est injectif. 


* V/e 

w 0 5 ^ 1 5 • • • • 

g A tq : f = 

J^cikX" - 

— n (0,01,. 

. ., Cl n ) ) 


k= 0 


Done (p n est surjectif. 

* Puisque cp„ est a la fois injectif surjectif alors (p n est bijectif. 

Ce qui montre que cp n est un isomorphisme du groupe additif {A n+X ,+) vers le 
groupe additif {A n [X\,+). 

2) Soient n un entier naturel quelconque. 

Puisque cp n est un isomorphisme du groupe additif ( A n+1 ,+) vers le groupe additif 
(A n [X],+) alors (A n [X],+) est isomorphe a {A n+X ,+). 
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3) Soient n un entier naturel quelconque. 

Puisque (A n [X\,+) est isomorphe a {A n+X ,+) alors : 

[y„[X] est d’ordre fini] <=> \_A n+l est d’ordre fini] <=> \_A est d’ordre fini]. 

Dans ce cas : \A„[X\ \ = \A n+x \ = \A\ n+1 . 

n 

4) Soient n un entier naturel quelconque et/= ^aX' un polynome a coefficients 

i=0 

dans A. On suppose que n > 1. 

f n \ n n n 

a) /' = J^a.X' = '£ l (a,X‘y = = ao(-*°)' «,(-?')' 


J =0 


i=0 


7=0 


7=1 


= a 0 (l)' + 2>(zX *) = «oO + ^7'a/X' 1 

7=1 7=1 

n 

= T, ia ,X~ 1 . 

7=1 

Pour tout entier naturel z = 1,.posons : z - 1 = k, par suite on a : z = £+ 1. 

« n— 1 

On a done :f = ^z'aX M = + l)aj+il* 

z=l k=0 

= a\ + 2.0. 2 X + ba^X 1 +. +nX"~ x g y[X] . 

b) Soit k un entier naturel quelconque. 


f m = (- 5>(*0 

\7=0 / 7=0 7=0 

- Si k < n : 

Vz = 0,. ,n : i < k => (x*)^ = 0. 

Done :/« = £«,(*) W . ± 

7=/i 7=/f 7=/f 

Pour tout entier naturel z = k, .posons : i-k =j, par suite on a : z = j + k. 

■( k ) _ V ila i v i-k _ V 1 ^ + k ^' a j+k 


(*) 


,(*) _ 


A(*) 


On a done : / 


-JP 


i=k 

n\(k) 


(/-*)! ~ 7 


0 


X7. 


- Si k > n : 

Vz = 0,.,zz : (xQ ^ = 0 (car i < n < k). 

n 

Done :/^ /l ^ = y^cqO = 0. 


7=0 

Ce qui montre que : 




< 


f 


(*) 


i\a; .. i-k 

1 -X 


v. 


/ 


(*) 


i=k 


0 


{i-k)\ 


n—k 

E 

7=0 


(j + k)\a j+k j 

— 


7! 


si : k < n 

si : k > n 


c) Soit k un entier naturel quelconque. 
- Si k < n : 


/ 


(*) 


n-k 


L na i Y i~ k - ^ 
z=/c 7 = 0 


(j + k)\a j+k 


7! 


X 7 g A[X]. 
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- Si k > n : 

/(*) = 0e A[X\. 

d) Soient k un entier naturel tel que k < n. 

.(k) _ ^ C i + k)\a j+ k 


Puisque / 


j\ 


z 

7 = 0 

(0 + k)\a Q+k _ Jdccj^ _ 

0! \ K - a k- 


XJ alors le coefficient constant de/ w est 


e)/ 


(«) 


(/ + n )I a.j +n . = y-, (j + n)\a,j +n . = (0 + /?)!a o+ n yQ = n\a n i 
^ /'! ^ /'! 0! 1 


7 = 0 

= 


■• = () 


j\ 


Notations et definition 2-1-20 : 

Soient ,4 anneau unitaire , B un sur anneau quelconque de A (A un sous anneau de B) 
et b e B un element quelconque de B . 

n 

- V/= Y. a kX k e : on not par/( b ) I’element de 5 defini par: 

k= 0 

n 

f (P) = Z ah ^ k = a ° + a \b + ci2b 2 +. +a n b n 

k= 0 

-V/e : si/ (Z?) = 0 on dit que b est une racine de/dans B ou b est une racine 
de/. 

- On note par A[b] I’ensemble \A[b] = {f(b) tq :/ e ^4|X]}. 


Exemple 2-1-21 : 

Soit/ = 3 - 4X+ IX 2 + 5X 3 -2X 4 £ Z[X\. 

R est un sur anneau de Z et Jl e R . 

/(V2 ) = 3 - 4V2 + 7(V2 ) 2 + 5(V2 ) 3 -2(V2 ) 4 

= 3 - 4/2 + 7 x 2 + 5 x 2/2 -2x4 = 3-4/2 + 14 x 10/2-8 
= 9 + 6/2 . 

Remarque 2-1-22 : 

Soit ^ un anneau unitaire . 

n 

1) Pour tout polynome/ = ^ a k X k , f (0) = a 0 est le coefficient constant de/ 

k= 0 

2) Pour tout pollynome/a coefficients dans A,f{X) =f 

3) Si B un sur anneau quelconque de A et si b e B un element quelconque de B alors : 

a ) Va £ A : a{b) = a 

b) X{b) = b 

c) Pour tout entier naturel n, X"{b ) = b" 

4) V/e A[X] : 

a ) Va £ A : a(f) = a 

b )m=f 

c) Vne N : X"(/) =/'. 
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5) Si ^ = C. 

a) V/e C[X] et Va e: C ://) = /{a). 

b) V/e R[X] er Va e: C : /(a) = /(a). 

c) Si/est un polynome a coefficients complexes et si a est une racine complexe de/ 
alors a est une racine complexe de/ 

d) Si/est un polynome a coefficients reels et si a est une racine complexe de/alors 
a est aussi une racine complexe de/ 


Proprietes 2-1-23 : 

Soit A un anneau unitaire, B un sur anneau quelconque de A et b e B un element 
quelconque de B 

1) Si/et g sont des polynomes a coefficients dans A alors : 

( f+gm=f{b)+g(b ). 

2) Si a est un element de A et si/ est un polynome a coefficients dans A alors : 

f ( af)(b ) = a//) 

1 (/ a)(b) = f{b)a si ab = ba 

3) Si/ est un polynome a coefficients dans A alors : 

Vk e N : ifX k ){b) =f{b)b k 

4) Si b commute avec tous les elements de A et si fg <= A[X] alors : 

(fgm =f(b) g (b ) 

5) Si B est abelien et si fg e A[X\ alors : 

Vkm = f (b)g(b). 

6) Si B est abelien et si/est un polynome a coefficients dans A alors : 

V«eN :/"(*) =/(*)". 

7) Si B est abelien et si fg e 4[X] et alors : 

f(g)(b) =f(g(b)). 

8) Si/et g sont des polynomes a coefficients dans A et si d°(g) > 1 alors : 

9) Si B est integre,/et g sont des polynomes a coefficients dans A et d°(g) > 1 
alors : 

d°[Ag)] = [d°(f}][d°{g)]. 

10) Si B est abelien et si / et g sont des polynomes a coefficients dans A alors : 

[/(£)]' =f'(g)g'- 

11) Si/ est un polynome a coefficients dans A et si a est un element de A alors : 

VA; e N : [/(X+a)] W =f {k) {X+a). 


Demonstration ; 

1) Soient/et g deux polynomes a coefficients dans A. 

Alors il existe des elements a 0 ,a i,. ,a n ,po,(h, .d eA tels que : 

n n 

/= ^ a kX k et g = 3 k X k . 
k= 0 k=0 
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(f+g)(b) = J^a t X l + J^I3 k X k (b)= + (*) = Z<“* + ft) fc * 

_k=0 k= 0 _ _k= 0 _ k= 0 

n n n 

= y< a k b k + p k b k ) = y a,M + y/?*6 A =f{b)+g{b). 

k= 0 6=0 6=0 

2) Soient a un element de A et/ un polynome a coefficients dans A. 

n 

II existe des elements Po,Pu . ,P„ deA tels que :/ = y [i k X k . 

k= 0 

* (af)(b) = )c*J = Z 0 ^ )w = Z»* 6 ‘ = «Em‘ 

V 6=0 / Wo J k =0 6=0 

= q/(&). 

★ Supposons que ab = ba. 

f n \ [ n \ n n 

m(b) = X>x* a (6) = Yj^ aXk (*) = 


= y Pkb k \a =f(b)a. 

\k =o y 

3) Supposons que/ est un polynome a coefficients dans y et k est un entier naturel. 

n 

II existe des elements ao,a\, . ,a„ de A tels que :/ = y a/A"'. 


y aX W (6) = y a/I ,; 1(6) = y aX +A 1(6) 


(/**)(*) 


= ( ^h aiXi j(^) = y a jb’ = y a ib i+k = Y.ajb'b* = ( y«x u* 

/ j=k i =o z=o V z=o / 

= /(*) 6 * 

VieN: (p)(6) = /(6)6 A 

4) Supposons que b commute avec tous les elements de A et qu efg e A[X\. 

n 

II existe des elements fio,(h, .,/» deA tels que : g = y ftiX'. 

i=o 

f n \ n n 

Vsm= / Z/p oo = Z/ow w= Zww (*) 

_ \ i=o J J L /=o J L i =o _ 

« « n n 

= ZtOPO^K*) * ZCWWO’)*'] = Zw*)ft]*' = zX*)(W>') 


,/(*) Z» =f(b)g(b) 


5) Supposons que 5 est abelien et que/g e y[X|- 

Puisque 5 est abelien alors b commute avec tous les elements de A. 

D’apres 4) on done : (fg)(b ) = /(6)g(6). 

6) Supposons que B est abelien et que/est un polynome a coefficients dans A. 
Montrons par recurence que pour tout entier naturel n,f"(b ) = f(b) n . 

- Pour n = 0 : 

f"(b) =f(b) = 1(6) = 1 =//)° = /(6)'\ 
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- Pour n - 1 : 

Supposons que f n ~ x (b) = f(b) n ~ l . 

- Pour n : 

Montrons qu’alors f n (b) = f(b) n . 

f\b ) - ) =r x {b)f{b) =Ab) n ~ l Ab) =f(b) n . 


7) Supposons que B est abelien et que fg g A[X], 

n 

II existe des elements a 0 ,a i,. ,a n 6eA tels que :/ = y aX ■ 


f(g)(b ) = 


J(g) 


1=0 

f n \ n n 

( b ) = f )( 6 ) = = Xa/.g(fc)' 

. z=o y J V z=o / 7=0 7=0 

= f(g(b)) 

8) Supposons que/et g sont des polynomes a coefficients dans ^ et que <7°(g) > 1. 


- Si f = 0 : 

d °[/(g)] = ^°[0(g)] = d% = -<*> = -^d\ g )) = \d°(f)][d°(g)] < [d°md°(g)]. 


- Si f * 0 : 

Posons d°(f) = n.f ± 0 => n = d°(f) g N. 

n 

II existe des elements a 0 ,a i, . ,a n de A tels que :/ = y a,X l - 

i=o 

n 

Par suite, Ag) = X) a ig l . 

i =o 

Vz = : d°(a,g i ) < d°(g i ) < id°g < nd°g = [</(/)][</(g)]. 

Done : d °[/(g)] < max(^(a 0 g 0 ),r/°(aig I ),. ,d\a n g") <)[/ , /)][/'(g)]. 

9) Supposons que B est integre,/et g des polynomes a coefficients dans A et 
d°(g ) > 1. 

- Si f = 0 : 

d °Wg)] = d° [0(g)] = d°0 = -oo = -<x>//°(g)) = \d°(f)][d°(g)\. 

- Si d°f = 0 : 

Mors ,/e A*. Done : d °/(g)] = d °(/) = 0 = 0[</°(g)] = ld°V)][d°(g)]. 

- Si d°f > 1 : 


n 

Posons d°(f) = n. 3ao,a\, _ ,a„ g A tq : f = ^^(xX- d°(f) = n => a n ± 0. 

7=0 


n— 1 

Posons /o = y aX- 


r 


Alors : / 


n n -1 

/ = y a,X‘ = y a ; X' + a„X n =f 0 + a,X n 

7=0 7=0 


^ rf°(A>)</i-i 

./(g) = (/o + a,X n ){g) = /o(g) + (a,x n )(g) = /o(g) + a r X"(g) =/o(g) + a„g". 
a„ =£ 0 => d°(a n g n ) = d°(a n ) + d°(g") = 0 + nr/°(g) = nd°(g). 
d°Vo(g)) < [d°(fo)][d\g)] < (77- l)[d°(g)] -< 77 r/°(g) = d°(a„g n ). 

Done : °[/(g)] = ^°[/b(g) + - r/°(a„g") = /7./ 0 (g) = [r/°00][r/°(g)]. 

10) Supposons que 5 est abelien et que/et g sont des polynomes a coefficients 
dans A. 


II existe des elements ao,a\, . ,a n de A tels que : tz > 1 et/ = ^aX- 

7=0 
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/ 


Uig)]' = f ) = = 5 ^a/(g')' = a 0 (g°)' + J]a/(g')' 

\i=o J i =o z=o i= 1 

« « / n \ 

= a 0 l' + ^a/(ig M g') = aoO + ^za/g M g' = 0 + f ^za f g M Jg' 

i’=i z=i ' 

V = (s /a/XM ) (g)g' =f(g)g' 


.1=1 


. 1=1 


. 1=1 


11) Supposons que/ est un polynome a coefficients dans A et que a est un element 
de A. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel k, [/(X+a)] w = f {k) (X+a). 

- Pour k = 0 : 

[/(X+a)] 1 * 1 = [/(X+«)] (0> =/(X+«) =f<-«\X+a) = /»>(X+a). 

- Pour k- 1 : 


Supposons que [/(X+a)] (/>_1) = / (A_1) (X+ a). 

- Pour k: 

Montrons qu’alors : [/(X+a)] (/ ° = f {k) {X+a). 

\f(X+a )] W = [[/(X+a)]'* -0 ]' = [/»-»(X+«)]' = [(/<‘-»)'(X+a)].(X+a)' 
= [(/t‘))(X+a)]l =/«(X+a). 


Theoreme 2-1-22 : 

Soienta4 anneau unitaire , B un sur anneau quelconque de A (A un sous- 
anneau de B) , b g B un element quelconque de B qui commute avec tous les 
elements de A ( en particular B un sur anneau abelien ) et cp I’application 
de A[X] vers B definie par: <p : A[X] —> B 

/-> <Pif) = /(*) 

On a les proprietes suivantes : 

1) (p est un homomorphisme d’anneaux . 

2 ) Va £ A : (p(a ) = a 

3) <p(X) = b 

4) (p est le seul homomorphisme d’anneaux 'F de A[X] vers B tel que : 

Va gA : W(a) = a et ^(X) = b 

5) <p(A[X\) = A[b] 

6) A[b] est un sous anneau de B contenant A et b . 

7) A[b ] est le plus petit sous-anneau de B contenant A et b appele le sous-anneau 
de B engendre par A et b 


Demonstration : 


1)V/g^ffl 


<p(f+g) = (f+g)(b ) =fib)+g(b) = <p{f) + <p(g) 
<P(fg) = (fg)(b) =Ab)g(b) = <p(f)<p(g) 


Done : <p est un homomorphisme d’anneaux . 

2 ) Va g A : (p(a ) = a(b ) = a. 

3) <p(X) = X(b ) = b. 
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4) Soit 'Fun homomorphisme d’anneaux quelconque de A[X] vers B tel que : 

Va eA : W(a) = a et 'F(X) = b. 

n 

V/e A[X | : 3ao,ai,_ ,a„ e A tq : f = ^ aX'- 

i’=o 

( n \ n n n n 

'FOO = W = J^'FfaX) = ^'P(a i )*t'(I'') = J]'F(m)'F(X) / = 

\ z=o / z=o z=o z=o z=o 

=/(£) = <?(/)■ 

Done 'F = <p. 

Ce qui montre que cp est le seul homomorphisme d’anneaux 'F de A[X] vers B 
tel que : Va e A : 'F(a) = a et Y(X) = b. 

5) v(A[X]) = tq :/s A[X]} = {/(*) tq :/e /1 [Z]> = /![*]. 

6) Puisque cp est un homomorphisme d’anneaux de A[X\ vers B et puisque 
cp(A[X |) = A[b\ alors A[b ] est un sous anneau de B. 

A[b ] contient.4 (car on a : Va e i : a = (p(a) g 4[Zz]). 

^4[Z?] contient b (car b = cp{X) g ,4[6]). 

7) Soit M un sous-anneau de B contenant A et b. 

Vx g A[b~\ : 3/ g 4[X] tq : x = J[b). 

n 

f g A[X] => 3a 0 ,«i,....,a„ g ,4 tq :/ = ^a,F. 

1=0 

n 

Alors : x = //) = g M. 

i =o 

Done : ,4 [6] c M. 

Ce qui montre que ^4|/] est le plus petit sous-anneau de 5 contenant ^ et b appele 
le sous-anneau de B engendre par A et b 


2-2- Formule de Mac-Laurin : 

Lemme 2-2-1 : 

n 

Soient^ un anneau unitaire et/ = '^2 l a k X k un polynomes a coefficients dans A. 

k= 0 

VA: = 0,1,2,. ,»:/(*)( 0) = k\a k . 


En effet: 

Soit k un entier naturel quelconque tel que k < n. 

Puisque k\a k est le coefficient constant de f {k) alors : f {k \ 0) = k\a k . 

Remarque 2-2-2 : 

Si A est un anneau unitaire integre de caracteristique 0 alors tout entier relatif on peut 
confondre nl A avec n. 
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Lemme 2-2-3 : 


Soient K corps commutatif de caracteristique 0 et/ = ^ a k X k un polynome a 

k= 0 


coefficients dans^:. Pour tout entier naturel k = 0,1,2 n, a k 


/>) 

k\ 


En effet: 

Soit k un entier naturel quelconque tel que k < n. 

Puisque (d’apres le lemme 2-2-1 )/ w (0) = k\a k alors : a k 


f m ( 0) 

k\ 


Theoreme et definition (Formule de Mac-Laurin) 2-2-4 : 

Soient K corps commutatif de caracteristique 0,/un polynome a coefficients dans K 
et n un entier naturel tel que d°(f) < n. On a la formule suivante : 

/= f = /(0) +/(0)X+ . J X n . 


k= 0 


2 ! 


n ! 


appelee la formule de Mac-Laurin appliquee au polynome/ 


Demonstration : 

n 

d°(f) < n => 3ao,ai,....,a„ g A tq :/ = ^ a,X‘■ 


D’apres le lemme 2-2-3, a k 


/*( 0 ) 


" /. w 


k\ 


1=0 

pour tout entier naturel k = 0,1,2,. ,n. 


Ce qui montre que : /= ^ ^ X k = J{ 0) +/( 0)X+ . 

£=0 ' . n. 

appelee la formule de Mac-Laurin appliquee au polynome f 


2-3- Formule de Taylor: 

Theoreme et definition (Formule de Taylor) 2-3-1 : 

Soient K corps commutatif de caracteristique 0, /un polynome a coefficients dans K, 
a un element de K et n un entier naturel tel que d°(f) < n. On a la formule suivante : 

/= E a)k = + /’(“)(- y - “) + t-W-tf- a) 2 +. +X^1 (X -a)". 

k= O' 

appelee la formule de Taylor appliquee au polynome/et a. 

Demonstration : 

Posons g = f (X+ a). Or\ a : d °(g) = d°{f[X+a)] = [d°(f)][d°(X+ a)] = d°{f) <n 

Pour tout entier naturel k = 0,1,2,. ,n : 

g {k) = [f(X+a)~\ (k) = f {k) (X+a ) par suite on a : 
g W(0) = \fW(X+a)](0) = f k \X+a){ 0) = f k \a). 
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D’appres la formule de Mac-Laurin appliquee au polynome g on a done : 

k=0 ' k=0 

n r (^) / \ 

Ce qui montre que :/=/(X) = f(X-a + a) = g ( X- a ) = ^ J , (X- a)'’". 


Exemple 2-3-2 : 

Soient/ = 3 - 4X+ IX 2 + 5X 3 - 2X 4 e Q[X] et a = 2. 

La formule de Taylor appliquee au polynome/et 2 est: 

/=/£) +/( 2)(X-2) + L ^ L Vi- 2) 2 + .Q/(^-2) 3 + 2) 4 . 

/(2) = 3 -8 + 28 + 40-32 = 31. 

/' = - 4+ 14X+ 15X 2 - 8X 3 =>/'(2) = -4 + 28 + 60 - 64 = 20. 

/" = 14 + 30X-24X 2 => 2 ( , 2) = 14 + 6 2 °- 96 = ^22. = _n. 

f = 30 - 48X => f = 30 ~ 96 = -11. 

3! 6 

f (4) = _48 => f (2) _ -48 _ _2 
J ™ 4 ! 24 

Done :/= 31 + 20(X-2) - 11(X-2) 2 - 11(X-2) 3 - 2(X-2) 4 . 


3- Division, divisilite et fonctions polynomials : 

Dans tout le paragraphe, K etant un annaneau commutatif 
unitaire non nul. 

3-1-Division euclidienne : 


Lemme 3-1-1 : 


Soient A, B, Q et R des polynomes a coefficients dans K tels que : 


A =BQ+R 
d °R < d °B 


Si le coefficient dominant de B est inversible et si °^4 -< °B alors : Q = 0 et R = A. 


Demonstration : 

A = BQ + R => BQ = A- R d °(BQ) =d°(A-R)< ma x(d°A,d°R) < d°B. 
Puisque le coefficient dominant de B est inversible alors : 
d°B + d°Q = d °(BQ ) -< d°B => d°Q < 0 => d°Q = -oo => Q = 0. 

R = 0 + R = B0 +R = BQ + R= A. 

Done : Q = 0 etR = A. 
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Lemme 3-1-2 : 

Soient A, B, Q, R, U et V des polynomes a coefficients dans K tels que : 

A=BU+V=BQ+R 
d °V < d °B et d °R < d °B 

Si le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q et V = R. 

Demonstration : 

A = BU+V = BQ + R => 0 = (. BU+ V) - (BQ + R) = BU+ V-BQ-R 

= B.(U-Q) + V-R. 
d °(V-R) < ma x{d°V,d°R) < d °B. 

Puisque le coefficient dominant de B est inversible, d °0 = -oo -< d °B, 

0 = B. (U- Q) + V-R et d °(V-R) < d °B alors (d’apres le lemme 3-1-1) : 

U - Q = 0 
V-R = 0 

Lemme 3-1-3 : 

Soit B un polynome non nul a coefficients dans K de degre m > 1. 

Si le coefficient dominant de B est inversible alors pour tout entier naturel n et pour tout 
polynome A e K„[X] il existe d’une fagon unique, deux polynomes Q et R a coefficients 

f A = BQ + R 

dans K tels que : < . 

d R < d B 


U=Q 
V = R 


Demonstration : 


d °B = m 


3bo,b\,....,b m e K tq : 


B = ^bX et b m + 0 

i=0 


Supposons que le coefficient dominant b m de B est inversible. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n et pour tout polynome 
A e K n [X\ il existe d’une fagon unique, deux polynomes Q etRa coefficients dans K 


tels que : 


A=BQ+R 
d °R < d °B 


- Pour n = 0 : 

Soit ^4 un element quelconque de K„[X\ = K 0 [X] = K. 

• Existance : 


II suffit de prendre Q = 0 et R = A et on a : 

D’ou I’existance. 

• Unicite : 


A = 0+A = BO+A = BQ + R 
d°R = d°A < 0 < 1 < d°B 


Soient U et V deux polynomes a coefficients dans K tels que : 


A=BU+V 
d °V < d °B 


D’apres le lemme 3-1-2, puisquu’on a : 


A=BU+V=BQ+R 
d°V<d°B et d °R < d °B 
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et puisque le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q et V = R. 

D’ou I’unicite. 

Pour n - 1 : 

Supposons que pour tout polynomes e K n ~\[X\ ii existe d’une fagon unique, deux 

f A = BQ + R 

polynomes Q et R a coefficients dans K tels que : < „ „ 

I d R < d B 

Pour n : 

Montrons que pour tout polynome A e K n [X] il existe d’une fagon unique, deux 

f A = BQ + R 

polynomes Q et R a coefficients dans K tels que : < n n 

I d R < d B 

Soit^ un element quelconque de K n [X]. 

• Existance : 

★ Si n -< m = d°B : 


II suffit de prendre, Q = 0 et R = A. On alors : 

D’ou I’existance. 

* Si n > m = d°B : 

n 

Soient a 0 ,a\,....,a„ les elements de^tels que ,4 = ^ a k X k . 

k= 0 


A = 0+A = BO+A = BQ + R 
d°R = d°A<n< d°B 


i—m 


Posons M = a„bQX n - m B.M = a n bQX n ~ m \ ^b,X l =^ j a n bQb i X i+n - 

\i= 0 J i= 0 

Pour tout entier naturel / = 0,... .,m, posons : k = i + n-m alors \ i = k + m-n. 

n 

Done : M = ^ a n b~}b k+m _ n X k 
k=n-m 


d k = a n bQb k+m _ n si k > n - rn 
d k = 0 si k < n - m 


Pour tout entier naturel k = 0 n, posons : 

n 

Alors : M = ^ d k X k . Posons : A 0 = A-M. 

k=0 

n n n 

A 0 =A-M=Yj a k xk -Yj dkXk = - d ^ xk - 

k =0 k =0 k =0 

u n dn &n ci n b m bn+m-n ci n ci n b m byyi ci n u n 1 ci n ci n 0 . 

n -1 

Done : A 0 = - d k )X k e K n . t [X\. 

k= 0 

D’apres I’hypothese de recurrence, il existe d’une fagon unique, deux polynomes 

f Ao = BQo + R 

Qo etR a coefficients dans K tels que : < n n 

| d R < d B 

Par suite on a : 

A = A- M + M = Ao+M = BQo +R + a n bQX”~ m B = BQo + a n bQX n ~ m B + R 
= B(Qo + a n bJX" m ) + R. 
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Pour Q = Qo + a„b~ 1 X n ~ m on a : 


D’ou I’existance. 

• Unicite : 


J A = BQ + R 
[ d°R<d°B 


Soient U et V deux polynomes a coefficients dans K tels que : 


A=BU+V 
d °V < d °B 


D’apres le lemme 3-1-2, puisquu’on a : 


A = BU + V - BQ + R 
d°V<d°B et d °R < d °B 


et puisque le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q et V = R. 
D’ou I’unicite. 


Theoreme et definition 3-1-4 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si B + 0 et si le coefficient dominant de B est inversible alors il existe d’une fagon 
unique, deux polynomes Q,R e K[X] a coefficients dans K tels que : 

f A=BQ + R 

d °R < d °B ' 

Le polynome Q est appele le quotient de la division euclidienne de A par B ou le 
quotient de A par B. 

Le polynome R est appele le reste de la division euclidienne de A par B ou le reste de 
A par B. 

La recherche des polynomes Q et R est appele la division euclidienne de A par B ou la 
division de A par B. 


Demonstration : 

* Si r/°B = 0 : 


• Existance : 

d°B = 0 => 5 e K*. Par suite le coefficient dominant B de B est inversible. 


II suffit de prendre Q = B~ l A et R = 0 et on a : 

D’ou I’existance. 

• Unicite : 


A = B(B~ l A) + 0 = BQ+A 
d°R = d° 0 = -oo -< d°B 


Soient U et V deux polynomes a coefficients dans K tels que : 


D’apres le lemme 3-1-2, puisquu’on a : 

et puisque le coefficient dominant de B 
D’ou I’unicite. 


f A = BU+V=BQ + R 
y d°V<d°B et d°R< 

est inversible alors U = Q 


A=BU+V 
d°V<d°B ' 

d°B ' 

et V=R. 
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* Si d°B > 1 : 

n 

II existe des elements a o, a i,...., a n de A tels que : A = y a.kX k , alors A e K n [X]. 

k=o 

D’apres le lemme 3-1-3, puisque d°B > 1, le coefficient dominant de B est inversible, 
n est un entier nature! et^4 e K„[X |, alors il existe d’une fagon unique,deux 

f A = BQ + R 

polynomes Q et R a coefficients dans K tels que : < . 

d R < d B 


Corollaire 3-1-5 : 

Soient ,4 et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si B est unitaire alors le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B 
existent. 

En effet: 

Supposons que B est unitaire. 

Alors le coefficient dominant de B est inversible. 

D’apres le theoreme et definition 3-1-4, le quotient et le reste de la division euclidienne 
de A par B existent alors. 

Corollaire 3-1-6 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si B est non nul et si K est un corps commutatif alors le quotient et le reste de la 
division euclidienne de^ par B existent. 

En effet: 

Supposons que B est non nul et que K est un corps commutatif. 

Alors le coefficient dominant de B est inversible. 

D’apres le theoreme et definition 3-1-4, le quotient et le reste de la division euclidienne 
de A par B existent alors. 

Exmple 3-1-7 : 

Si = Q. 

Soient A = 6X 5 + 5X 4 - 4X 3 -5X 2 -2 et B = 2X 3 + 3X 2 - 5. 

A = 6X + 5X 4 - 4X 3 -5X - 2 

-6X-9X 4 +15X 2 _ 

- 4X 4 - 4X 3 + 1 OX 2 -2 

4X 4 + 6X 3 _ - IPX 

2X 3 + 10X 2 - 10X- 2 

-2X 3 - 3X 2 _ +5 

R = IX 2 — 10X+3 


B = 2X 3 + 3X 2 -5 
Q = 3X 2 - 2X+ 1 
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Done : Q = 3X 2 -2X+1 est ie quotient de la division euclidienne 

de A par B. 

et R = IX 2 - 10X+ 3 est le reste de la division euclidienne de A par B. 


Proprietes 3-1-8 : 

Soient ,4 et B deux polynomes a coefficients dans K. 

On suppose que B ± 0 et que le coefficient dominant de B est inversible. 

Soient Q le quotient de la division euclidienne de A par B et R le reste de la division 
euclidienne de A par B. 

1) Si K = C alors Q est le quotient de la division euclidienne de A par B et R est le 
reste de la division euclidienne de^4 par B. 

i — ( X ~ ^ A 

2) Si B est une constante inversible a e U(K) alors : < 

\ R = 0 


3) Si K est un corps commutatif et si B est une constante non nulle a alors : 

r q = 

[ R = 0 

4 ) d °A < d °B alors : J ^ 

i R = A 


5) Si a g K et s\ B = X — a alors. R = A(a). 

En effet: 

Supposons que a e Ke t que B = X- a. 

d °R < d°B = d °(X- a) = 1 => d °R < 0 => R e K. 

A = BQ + R = (X-a)Q + R => A(a ) = [(X- a)Q + i?](a) = (a - a)Q{a ) + R{a) 

=> A(a) = 00(a) +R = 0 + R = R. 

Done : R = A(a). 

Exmple : 

Si K = R. 


Soient A = 2X 5 - 7X 4 + 5X 2 + 13X+ 6 et a = 3 
R =A( 3) = 2x 3 5 -7x 3 4 + 5x 3 2 + 13 x3 + 6 
= 2 x 243 - 7x81+5x9 + 39 + 6 


= 486 - 567 + 45 + 45 = 9 

Done le reste de la division euclidienne de^l parX-3 est R = A( 3) = 9. 


3-2-Developpement suivant les puissances d’un polynome : 

Defition 3-2-1 : 

Soient A,A 0 , . ,A n ,P des polynomes a coefficients dans K. Si on a les deux 

proprietes suivantes : 

n 

i )A = J^A k P k =A 0 +A,P+ . +A n P n . 

k= 0 

ii) \/k = 0,. ,n : d°A k < d°P. 

n 

On dit que A = ^ A k P k est un developpement de A suivant les puissances de P. 

k= 0 
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Proposition 3-2-2 : 

Soient^ un polynomes a coefficients dans Ket a un element de K. 

Un developpement de A suivant les puissances de X- a est de la forme : 

n 

A = ^^a k (X- a) k - ao + a\(X- a) +. +a„(X- a)", ou ao,a\, . ,a„ sont 

k=0 

des elements de K. 

Demonstration : 

n 

SoiM = 'Y J A k - (X- a) k un developpement de A suivant les puissances de J-«. 

k= 0 

On a : \/k — 0,. ,n : d°A k < d°(X-a) = 1 => d°A k < 0 => 3ak e K tq : Ak = ah. 

n 

Done ao, a\, . ,a n sont des elements de KeiA = ^a k (X- a) k est un 

k =0 

developpement de A suivant les puissances de X- a. 


Proposition 3-2-3 : 

Soient^t et P deux polynomes a coefficients dans K. 

i) Si A admet un developpement suivant les puissances de P alors P est non nul. 

n 

ii) Si A = ^^AkPb est un developpement de A suivant les puissances de P alors 

k =0 

d°A < (n+l)d°P. 

En particulier : 

n 

Si a e Xet si A = ^a^(X- a) k est un developpement de A suivant les puissances 

k= 0 

deX- a alors d°A < n. 


Demonstration : 

i) Si A admet un developpement suivant les puissances de P alors il existe des 
polynomes A 0 , . ,A„ e K[X\ tels que : 


r 


< 




A = A k P k 
k =0 

Vk = 0,. ,n : d°A k < d°P 


alors : d°A 0 < d°P => d°P ± -oo => P * o. 

n 

ii) Supposons que A = Y AkPk est un developpement de A suivant les puissances 

k= 0 

de P. 

\/k= 0,. ,n : d\A k P k ) < d°A k + d°P k < d°A k + kd°P < d°A k + nd°P < d°P + nd°P 

On a alors : Vk = 0,. ,n : d°(A k P k ) -< (n + 1 )d°P 

Ce qui montre que : d°A = d°( Y, A kP k ]-<(«+ 1 )d°P. 

\k= 0 J 
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En particulier : 

n 

Si a e K et si A = ^ a k {X- a) k est un developpement de A suivant les puissances 

k= 0 

d eX-a alors : d°A < (n + 1 )d°{X-a) = n + 1 => d°A < n. 


Theoreme 3-2-4 : 

Soient A un polynome a coefficients dans K et P un polynome non constant a 
coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de coefficient dominant inversible. 

Pour tout entier naturel n tel que d°A < (n + 1 )d°P, le polynome A admet un 

n 

et un seul developpement suivant les puissances de P de la forme A = ^\A k P k . 

k= 0 


Demonstration : 

Par recurrence sur n e N. 

- Pour n = 0 : 

On a : d°A < d°P. 

• Existence : 

o 

II suffit de prendre A 0 = A et on a alors :A=A 0 = ^ A k P k et d°A 0 < d°P. 

k =0 
o 

Done : A = est un developpement de^ suivant les puissances de P. 

k=0 

• Unicite : 

o 

Soit Bo e K[X] tel que : A = ^ B k P k et d°B 0 < d°P. 

k= 0 

o o 

Alors : B 0 = ^ B k P k =A = J^A k P k = A 0 . 
k= 0 k= 0 

D’ou I’nicite du developpement de A suivant les puissances de P. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si d°A < nd°P, le polynome,4 admet un et un seul developpement 

n -1 

suivant les puissances de P de la forme A = y \A k P k . 

k= 0 

- Pour n : 

Montrons qu’alors si d°A < {n + 1 )d°P, le polynome^ admet un et un seul 

n 

developpement suivant les puissances de P de la forme A = y^,A k P k . 

k= 0 

On suppose que d°A < (n + 1 )d°P. 

• Existence : 

Soient Q le quotient de la division euclidienne de A par P et A 0 le reste de la 
division euclidienne de A par P. 

On a alors : A = QP + A 0 et d°A 0 < d°P. 
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d°A 0 < d°P => d°A 0 < (n + 1 )d°P => d°(A-A 0 ) < ma x(d°A,d°A 0 ) < (n + 1 )d°"P. 
A = QP + Ao => QP = A -Ao => d°{QP) =d°(A-A 0 ) -< (n+l)d°P. 

Puisque le coefficient dominant de P est inversible alors : 
d°Q + d°P = d\QP ) -< (n + 1 )d°P = nd°P + d°P => d°Q < nd°P. 

D’apres I’hypothese de recurrence, Q admet un et un seul developpement 


n— 1 


suivant les puissances de P de la forme Q = Y Q k P k 


k= 0 


«—1 


«-l 


Alors : ^ + QP = + £ QiP‘ )P = A 0 + 0,P /+1 = 2a-iP 4 '. 


j=0 


z=0 


k= 1 


Pour tout entier k = l, . ,n, posons A k = <2a-i. On a alors : 

r 


< 




-4 = 

k= 0 

VA: = 0,. ,n : rf'U* ■< r/°P 


Done ,4 = ^ j A k P k est un developpement de A suivant les puissances de P 

k= 0 

Dou I’existance. 

• Unicite : 

n 

Soit^ = Y,M k P k un developpement quelconque de^ suivant les puissances deP. 

k =0 

n n t n \ 

a = Y M i pi => a = Mo + Y M ‘ pi = M o + ( Y MiPi ~ x P et d ° M ° < d ° p - 


i =0 


1=1 


J= 1 


B— 1 


On a alors : A = M 0 + \ Yi Mk+ ipk B et ^ 0j ^o d ° p - 


J<=() 


n— 1 


Done k+i pk est le quotient de la division euclidienne de A par P et M 0 est le 

k= 0 

reste de la division euclidienne de,4 parP. 


n— 1 


Par suite : Y M ^ pk = Q et M 0 = A 0 . 

k =0 

Pour tout entier k = 0,. ,n - 1, posons TVa- = Ma-+i. On a alors : 

«—1 n — 1 

e = Yj Mk " pk = H NkPk 

k =0 A=0 


P 




^ VA: = 0,. ,n- 1 : = </°Ma + i ■< </°P 

D’apres I’hypothese de recurrence on a : VA: = 0,. ,n- 1 : N k = Q k . 

Alors : VA: = 1,. ,n : M k = N k -i = 0 a-i = -4 A - 

Ce qui montre que : VA; = 0,. ,n : M k = N k -\ = Q k -\ = A k . 

D’ou I’nicite du developpement de A suivant les puissances de P. 
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Corollaire 3-2-5 : 

Soient ,4 un polynome a coefficients dans K et a un element de K. 

Pour tout entier naturel n > d°A, le polynome A admet un et un seul 

n 

developpement suivant les puissances de X- a de la forme A = ^ a k {X- a) k . 

k =0 


Demonstration : 

Soit n un entier naturel tel que n > d°A. 

d°A < n => d°A < n + 1 = (n + 1 )d°(X— a). 

Ce qui montre (d’apres le theoreme precedent) que le polynome A admet un et un 

n 

seul developpement suivant les puissances de X- a de la forme A = ^ a k (X-a) k . 

k= 0 


Corollaire 3-2-6 : 

Pour tout polynome A a coefficients dans K et pour tout polynome non constant P a 
coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de coefficient dominant inversible, le 
polynome A admet un developpement suivant les puissances de P. 

Demonstration : 

Soient A un polynome a coefficients dans K et P un polynome non constant a 
coefficients dans K de coefficient dominant inversible. 

Puisque d°P > 1 alors il existe alors entier naturel n tel que d°A < (n + 1 )d°P 
Done (d’apres le theoreme precedent), A admet un developpement suivant les 
puissances de P. 

Exmple 3-2-7 : 

Dans Z, soient A = X 1 - 5X 6 + 15X 5 - 26X 4 + 33X 3 - 20X 2 + 6X+ 7 et P = X 2 - 2X+ 3. 


A - X 1 - 5X 6 + 1 5X 5 - 26X 4 + 33X 3 - 20X 2 + 6X+ 7 

-X 1 + 2X 6 - 3X 5 _ 

- 3X 6 + 12X 5 - 26X 4 + 33X 3 - 20X 2 + 6X+ 7 

3X 6 - 6X 5 + 9X 4 _ 

6X 5 - 17X 4 + 33X 3 - 20X 2 + 6X+ 7 

-6X 5 + 12X 4 - 18X 3 _ 

- 5X 4 + 15X 3 - 2 OX 2 + 6X+ 7 
5X 4 - 10X 3 + 15X 2 

5X 3 - 5X 2 + 6X+ 7 
- 5X 3 + 10X 2 - 15X 
5X 2 - 9X+ 7 
-5X 2 + IPX- 15 
X- 8 


P = X 2 - 2X+ 3 

X 5 - 3X 4 + 6X 3 - 5X 2 + 5X+ 5 
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X 5 - 3X 4 + 6X 3 - 5X 2 + 5X+ 5 
-X 5 + 2X 4 - 3X 3 

-X 4 + 3X 3 -5X 2 + 5X+ 5 
X 4 -2X 3 + 3X 2 

X 3 - 2X 2 + 5X+ 5 
-X 3 +2X 2 -3X 

2X+ 5 


P = X 2 - 2X+ 3 
X 3 -X 2 +x 


X 3 -X 2 +X 
-X 3 + 2X 2 - 3X 
3X 2 - 2X 
-3X 2 + 6X- 9 
4X-9 


P = X 2 - 2X+ 3 
X+3 


Done : ^ = X- 8 + (2X+ 5)P + (4X- 9)P 2 + (X+ 3)P 3 

= X- 8 + (2X+ 5)(X 2 - 2X+ 3) + (4X- 9)(A^ - 2X+ 3) 2 + (X+ 3){X 2 - 2X+ 3) 3 
est le developpement du polynome A = X 7 - 5X 6 + 15X 5 - 26X 4 + 33X 3 - 20X 2 + 6X+ 7 

suivant les puissances de P = X 2 - 2X+ 3. 

Corollaire 3-2-8 : 

SoientP un polynome non constant a coefficients dans K (e’est a dire d°P > 1) de 

coefficient dominant inversible etA 0 , . ,A„,B 0 ,. ,B n des polynomes a coefficients 

dans Xtels que : Vk = 0,. ,n : \_d Q A k < d°P et d°B k < d°P~\. 

n n 

Si Y,Ak pk = B k P k alors : \/k = 0,. ,n : A k = B k . 

k= 0 k= 0 


Demonstration : 

n n n n 

Supposons que ^ ]A k P k = et posons A = ^ A k P k = ^ B k P k . 

k= 0 ^=0 k= 0 A:=0 

Comme on a : VA: = 0 , . ,n : \_d®A k < d®P et d°B k < d°P ~\.alors : 

n n 

A = '^2 l A k P k et A = '^2 l B k P k sont des developpement de A suivant les puissances 

k= 0 k= 0 

de P. Done (d’apres la proposition 3 - 2 - 3 ) on a : d°A < (n + 1 )d°P. 

Ce qui montre (d’apres le theoreme 3 - 2 - 4 ) que : \/k = 0 , . ,n : A k = B k . 

Corollaire 3-2-9 : 

Soient a,ao, . ,a„,bo, . ,b„ des elements de K. 

n n 

Si a k (X- a) k = ^ b k {X- a) k alors : \/k — 0, . ,n : a k = b k . 

k= 0 k= 0 
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Demonstration : 

n n 

Supposons que ^2a k (X- a) k = ^b k (X- a) k et posons : 

k= 0 k= 0 

n n 

A = J^ ak (X- a ) k = J^b k (X-a) k . 
k= 0 k= 0 

On a : \/k = 0,. ,n : \_d°a k <0<1 = d°(X- a) et d°b k <0<1= d°(X- a) ]. 

Done (d’apres ie corollaire 3 - 2 - 8 ) on a : \/k = 0,. ,n : a k = b k . 

Corollaire 3-2-10 : 

Soient P un polynome non constant a coefficients dans K (e’est a dire d°P > 1) de 
coefficient dominant inversible et^4 0 ,. ,A„ des polynomes a coefficients dans K 

tels que : \/k = 0,. ,n : d°A k < d°P. 

n 

Si '^ j A k P k = 0 alors : A 0 =.= A n = 0. 

k= 0 


Demonstration : 

n n n 

Supposons que ^ A k P k = 0. Alors on a : ^ ]A k P k = ^ 0 P k . 

k= 0 k= 0 k= 0 

Done (d’apres le corollaire 3 - 2 - 9 ) on a : \/k = 0 ,. ,n : A k = 0. 

Par suite ona:i 0 = .= A n = 0. 

Corollaire 3-2-11 : 

Soient a,a 0 , . ,a„ des elements de K. 

n 

Si ^a k (X- a) k = 0 alors : a 0 =. = a n = 0. 

k= 0 


Demonstration : 

n 

Supposons que ^2a k (X- a) k = 0. 

k= 0 

On a : \/k — 0,. ,n : d°a k <0^1= d°(X- a). 

Done (d’apres le corollaire 3-2-10) on a : a 0 =.= a„ = 0. 


Corollaire 3-2-12 : 

Soient A un polynome a coefficients dans K et a un element de K. 

Si K est un corps commutatif de caracteristique 0 alors le developpement de A suivant 
les puissances de X- a est egale a la formule de Taylor appliquee au polynome A 
et a, e’est a dire, si n est un entier naturel et si d°A < n alors : 

A (k) (a) 


k= 0 


k\ 


-(X- a) 


= A(a) +A'(a)(X- a) + - ^ {X- a) 2 + . + A J a) {X- a ) 

est le developpement de A suivant les puissances de X- a. 
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3-3-Procede de Horner: 


Soient^ = ^ a k X k = a 0 + a\X+ . +a n X n e K[X] ou n > 2 , a <= K , 

k= 0 

M le quotient de la division eucldienne^ par X- a et R le reste de la division 
eucldienne,4 parX-a. 


Alors : 


A = (. X-a)Q + R 
d°R <d\x-a ) = 1 


Done : d °R < 0 => R e K. 


A = (X-ct)0 + i? => (X-a)Q = A-R => z/°[(X-a)0] = d°(A-R ) < ma x(d°A,d°R) 
=> d °(X- a ) + d°Q < max(rf°^4,0) < « => 1 + < n 

=> < n - 1 


n-1 


37>o,&i,.e X tq : Q = ^ bkX k . 


k =0 


72 — 1 


Par suite ona:^] aiX k = A = (X- a)£) + i? = (X- a) | ^ bX ) + 
JW) \z=0 

= ^ - a+ * 

72—1 72—1 

= J^biX +1 - ^abX +R. 

/=() z=0 

V/ = 0,1,.- 1 : posons : z + 1 = k alors : z = k- 1. 

72 72 72-1 

On a done : ^ a k X k = ^ bk-\X k - ^ ab k X k + i? 
k=0 &=1 £=0 

72—1 72—1 

= b n -iX » + ^ T^X*' - ^ ab k X k -abo + R 


k= 1 

72—1 


£=1 




On a alors : < 


V 


= Z)„_iX ” + ^(bk -1 - abk)X k -abo+R. 
k= 1 

rZ;j b n-i 

'dk =1,2,.,77-1 : a a- = 6/t-i - ■ 

ao = ~abo + R 


Par suite on a : 






bn—l Qn 

<( VA: = 1,2,., 77 - 1 : b k -i = a k + ab k e’est a dire <( 

R = ao + abo 


v 


v 


bn— 1 — an 

bn— 2 7Z„—l txb n — 1 

bo = a\ + ab\ 

R = ao + abo 
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Pratiquement pour determiner les nombres b 0 ,b u . ,b n -\ et R on peut utiliser 

le tableau suivant appele le procede de Horner: 



Cln 

@n— 1 


a\ 

ao 

a 


ab n -1 


ab\ 

ab o 


bn—\ @n 

bn—2 @n— 1 Ctb n —\ 


bo = a\+ ab\ 

R — ao + ab o 


Exmple : 

Dans Z, soit A = 2X 5 -IX 4 + 5X 2 + 13X+ 6. 


★ Pour effectuer ia division euclidienne de A parX- 3 on peut utiliser le procede de 


Horner suivant: 



2 

-7 

0 

5 

13 

6 

3 


6 

-3 

-9 

-12 

3 


2 

-1 

-3 

-4 

1 

9 


on obtient le resultat suivant 


Q = 2X 4 -X 3 - 3X 2 - 4X+ 1 est le quotient de la division euclidienne de A parX- 3 
R = A( 3) = 9 est le reste de la division euclidienne de A parX- 3. 


* Pour developper le polynome A suivant les puissances de X- a on peut utiliser le 


procede de Horner suivant: 



2 

-7 

0 

5 

13 

6 

3 


6 

-3 

-9 

-12 

3 


2 

-1 

-3 

-4 

1 

9 

3 


6 

15 

36 

96 



2 

5 

12 

32 

97 


3 


6 

33 

135 




2 

11 

45 

167 



3 


6 

51 





2 

17 

96 




3 


6 






2 

23 





3 








2 







Done : A = 9 + 97(X- 3) + 167(X- 3) 2 + 96(X- 3) 3 + 23(X- 3) 4 + 2(X- 3) 5 

est le developpement de A = 2X 5 - 7X 4 + 5X 2 + 13X+ 6 suivant les puissances 
deX-3. 
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3-4-Divisibilite : 


Definition 3-4-1 : 

Soient^ et B deux polynomes a coefficients dans K. 

On dit que A divise B ou A est un diviseur de B ou B est un multiple de A et on note A\B 
s’il existe un polynome Q e K[X\ tel que B = AQ. C’est a dire : 

A\B ^3Q g K[X\ tq : B = AQ 

Dans le cas contraire. C’est a dire si A ne divise pas B on note A / B . 


Proprietes 3-4-2 : 

1) Si K = C alors : VA,B e K[X\ : A\B => A\B. 

2) VA,B e K[X] : A\B c=> B • K[X\ a A • K[X j. 

3) VA e K[X] : A\A. 


4) V.4,5 e K[X\ 


A\B 

B\C 


=> 4|C. 


5) Soient^l, 5, Z) etMdes polynomes a coefficients dans K. 

a) Pour que D soit un diviseur commun de A et B il faut et il suffit que 

A • K[X\ + B . K[X\ a D • K[X\. 

C’est a dire : J °^ A « A • mn + B • mn c D • mi. 

b) Pour que M soit un multiple commun de ^ et B il faut et il suffit que 

M • K[X\ c= 4 • n B • ^[Z], 

C’est a dire « M • e 4 • K[X] + B • K[X]. 

I 5|M 

c) Si D est un diviseur commun de A et B alors D est un diviseur commun de A + B 
eiA-B. 


C’est a dire 


D\A I D\(A+B) 

D\B 1 D\(A-B) 


d) Si K est un corps commutatif de caracteristique differente de 2 alors : 

D est un diviseur commun de A et B si seulement si D est un diviseur commun 
de A + B eiA-B. 

C’est a dire, si la caracteristique de K est differente de 2 alors : 


[ D\A ^ f D\{A + B) 
^£> 104 - 2 ?) 


6) Soient^t e K[X], B e K[X]* de coefficient dominant inversible et si R est le reste de 
la division euclidienne de A par B. 

Les diviseurs communs de A et B sont les diviseurs communs de B et R. 


C’est a dire : VD e K[X] : 

7) VA e K[X\ : A\0 

C’est a dire que tous les polynomes a coefficients dans K sont des didviseures 
de 0. 

Ou encore 0 est un multuple commun a tous les polynomes a coefficients dans K. 


D\A j D\B 

D\B 1 D\R 
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8) VA e K[X] : 0^4 <=> A = 0. C’est a dire 0 est le seul multuple de 0. 

9 ) VA £ K[X] et Va £ U(K) : a\A 

C’est a dire les constantes inversibles de K sont des diviseurs communs a tous les 
polynomes a coefficients dans K. ou encore les polynomes a coefficients dans K 
sont des multuples communs a toutes les constantes inversibles de K. 

10) Si K est un corps commutatif alors :Va £ K* : a\A 

C’est a dire si K est un corps commutatif alors les constantes non nulles de K sont 
des diviseurs communs a tous les polynomes a coefficients dans K. 

Ou encore si K est un corps commutatif alors tous les polynomes a coefficients 
dans K sont des multuples communs a toutes les constantes non nulles de K 

11) Si a est une constante inversible alors : VA £ K[X] : A\a <=> A £ U{K[X\). 

C’est a dire si K est integre alors les seules diviseurs d’une constante inversibles 
de K sont les polynomes inversibles de K[X\. 

12) Si K est un corps commutatif et si a est une constante non nulle de K alors : 

A\a <=> A est une constante non nulle de K . 

C’est a dire si K est un corps commutatif alors les seules diviseurs d’une constante 
non de K sont les constantes non nulles de K. 


13) Si K est integre alors : VA,B £ K[X] 


A\B 
B ± 0 


=> d°A<d°B. 


14) Soient^l et B deux un polynomes a coefficients dans K. 

a ) Si A ± 0 et si le coefficient dominant de B est inversible alors A est un diviseur 
de B si seulement si le reste de la division euclidienne de B par A est nul. 
b ) Si A est unitaire alors A est un diviseur de B si seulement si le reste de la 
division euclidienne de B par ,4 est nul. 
c ) Si K est un corps commutatif et si A ± 0 alors, A est un diviseur de B si et 
seulement si le reste de la division euclidienne de B par ,4 est nul. 

15) VA £ K[X] et Va £ K : {X- a)\A <=> A(a) = 0 
C’est a dire : VA £ K[X] et Va £ K : 

X- a est un diviseur de A si seulement si a est une racine de A. 

16) On suppose que K est integre et que A est un polynome a coefficients dans K. 

a ) Si a u . ,a„ sont des racines distinctes de A alors : 



(X-a k ) = (X-a i)(X-a 2 ) 


k= 


( X-a n ) est un diviseur d e A. 


b ) Le nombre des racines d’un polynome non nul A £ K[X ]* est fini et si r est le 
nombre des racines de A alors r < d °(A). 
c ) Si A est un polynome a coefficients dans K qui admet une infinite de racines 
dans K, alors A est nul. 


Demonstration : 

1) Supposons K = C et soient A,B £ C[X] tq : A\B. 

A\B => 3Q £ C[X] tq : B = AQ. Alors :B = AQ = AQ => A\B. 

2) Soient ,4 et B deux polynomes quelconques a coefficients dans K. 

=>) Si A|B : 

Alors il existe un polynome Q £ K[X] tel que B = AQ. 

VM £ B • K[X] : 3N £ K[X] tq : M = BN = AQN £ A • K[X]. 

B • K[X\ a A • K[X\. 
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<=) Si B • K[X] cz A • K[X] : 

B g B • K[X\ cz A • K[X] => [3£ g A[A] tq : B = AQ] => A\B. 
Done : A\B «• 5 • A[A] cz 4 . A[A], 

3) g A[A] : 4 • A[A] cz A • K[X\ => A\A. 

4) \/A,B g A[A] : 

A\B f B -K[X] cz 4 • K[X\ 

B\C 1 C • K[X] c 5 • K[X] 

5) Soient^, B etD des polynomes a coefficients dans K. 


C • K[X] cz 5 • K[X] => ^|C. 


a ^ <=> 

D|£ 


4 • A[A] cz D • A[A] 

5 • K[X\ cz D • A[A] 


c=> A • A[A] + B • A[A] cz D . K[X\. 


b) 


A\M 


M • K[X\ cz 4 • K[X] 


c=> M • A[A] cz 4 • A[A] fl B • A[A], 


5|M ^ A • A[A] cz 5 • K[X\ 

c) Supposons que D soit un diviseur commun de A et B. 

II existe alors deux polynomes Q et R a coefficients dans K tels que : 

A = DQ 
B = DR 


Par suite on a 


A + B = DQ + DR = D{Q + R ) 
A-B = DQ- DR = D{Q - R) 


Ce qui monte que D est un diviseur commun de A + B et A - B. 
d) Supposons que K est un corps commutatif de caracteristique differente de 2. 
=>) Si D est un diviseur commun de A et B : 

Alors (d’apres b)) D est un diviseur commun de A + B et A - B. 

<=) Si D est un diviseur commun de A + B et A - B : 

Alors il existe deux polynomes Q et R a coefficients dans A tels que 

f A + B = DQ 
1 A-B = DR 


Par suite on a 


2 A= DQ +DR = D(Q + R ) 
2 B = DQ-DR = D(Q-R) 


Puisque K est un corps de K est differente de 2 alors : 

' A = ±D(Q + R) 

1 B=+D(Q-R) ' 


Done D est un diviseure commun de A et B. 

Ce qui montre que D est un diviseur commun de A et B si seulement si D est un 
diviseur commun deA+BeiA-B. 

6) Soit Q le quotient de la division euclidienne de A par B. On a done : A = BQ + R. 
Soit D un polynome quelconque a coefficients dans K. 
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) Si D est un diviseure commun de A et B : 

Alors il existe deux polynomes A 0 et B 0 tels que 


A =A 0 D 
B = BoD 


Par suite on a : A 0 D = B 0 DQ + R => R = A 0 D-B 0 DQ = (A 0 -B 0 Q)D => D\R. 
Done D est un diviseure commun de B et R. 

<=) Si D est un diviseure commun de B et R : 



Alors il existe deux polynomes Bo et R 0 tels que 


Par suite on a : A = BoDQ + RoD = (B 0 Q + Ro)D => D\A. 

Done D est un diviseure commun de A et B. 

Ce qui montre que les diviseures communs de A et B sont les diviseures communs 
de B et R. 

7) VA e K[X\ : 0 • K[X\ = {0} cz A • K[X\ => A\0. 

8) VA e K[X\ : 0| A ^ A- K[X\ cz 0 • K[X\ = {0} «• A • K[X] = {0> «• A = 0. 

9) VA e K[X] et Va e U(K ) : A • K[X] cz K[X] = a • K[X] => a\A. 

10) Si K est un corps commutatif alors \VaeK*:ae U{K ) => a\A. 

11) On suppose que a est une constante inversible. 

Puique a e U(K) alors a • K[X] = K[X\. 

Soit A un polynome quelconque a coefficients dans K. 

=>) Si A est un diviseure de a : 

Alors : K[X\ = a • K[X\ cz A • K[X\ => A • K[X\ = K[X] => 1 e A • K[X\ 

Done il existe B e K[X] tel que AB = 1 Ce qui prouve que A e U(K). 

^)Si A e U(K[X]) : 

Alors : A • K[X\ = K[X] => a • K[X\ cz K[X\ = A • K[X\ => A\a. 

Done : A\a <=> A e U(K[X]). 

12) On suppose que K est un corps commutatif et que a est une constante non nulle 
de K. 

VA e K[X] : A\a o,U U(K[X]) = U{K ) = K\ 

13) On suppose que K est integre. 

Soient AeiB deux un polynome a coefficients dans K tels que B soit non nul et A 
soit un diviseure B. 

Alors il existe un polynome Q a coefficients dans K tels B = AQ. 
B±0=>AQ±0=>\_A±0 et Q± 0] ^ d°A,d°B,d°Q e N. 

Par suite on a : d °A < d °A + d°Q = d °(AQ) = d°B. 

14) a ) On suppose que A ± 0 et que le coefficient dominant de B soit inversible. 

Soient Q le quotient de la division euclidienne de B par A et R le reste de la 
division euclidienne de B par A. 

=>) Si A est un diviseure de B : 


Alors il existe un polynome D a coefficients dans K tels B = AD. 


\ B = AD + 0 

Par suite on a : 

I jo 0 = —oo ^ d"B 


Done 0 est le reste de la division euclidienne de B par A. 
Ce qui prouve que R = 0. 
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^)SiR = 0 : 

Alors : B = AD + R = AD + 0 = AD => A\B. 

Ce qui montre que A est un diviseur de B si seulement si le reste de la division 
euclidienne de B par A est nul. 
b ) et c) sont des cas partculiers de a). 

15 ) VA e K[X\ et Va e K : A(a). est le reste de la division euclidienne de,4 parX-a. 

Done (X- a)\A c=> A(a) = 0. 

16) a ) On montre par recurrence sur n e N* que si a\, . ,a n sont des racines 

n 

distinctes de A alors — of a) sst un diviseur de A. 

k= 

- Pour n = 1 : 

i 

Si ai ese une racine de A alors J~[(X- a k ) = X- an est un diviseur 6eA. 

k= 1 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si 

- Pour n : 

Montrons qu’alors, si an, . ,a n sont des racines distinctes de^4 alors 

n 

n<' — (Xk) est un diviseur de A. 

k= 1 

Puisque a i,. ,a n -\ sont des racines distinctes de^ alors (d’apres I’hypotese 

de recurrence) il existe il existe un polynome Q a coefficients dans K tel 

n— 1 

A = Y\iX~a k )Q. 
k= 

Comme a n est une racine de A alors A(a„) = 0. 

n— 1 

I |(a« - ak) 

\_k=\ 


On a done : 


n— 1 


l\{X-a k )Q 


_k= 1 


(a n ) = 0 


Q(a„) = 0. 


n -1 


Puisque A est integre et puisque Y («« - a k ) ± 0 alors Q(a„) = 0. 

k= 

Par suite il existe un polynome S a coefficients dans K tel Q = ( X-a n )S. 


n -1 


Alors : A = a k )Q.-- 


k= 1 


n— 1 


\\{X-a k ) 


k= 1 


(X-a n )S=Yl(X-a k )S. 


k= 1 


Ce qui montre que Y {X-a k ) est un diviseur de^4. 

k= 

b ) Soit ^4 un polynome non nul a coefficients dans K et posons d °(A). 

A * 0 => n e N. 

Supposons que A admet au moins n + 1 racines a\, . ,a n +\ e K. 

n +1 


Alors (d’apres a)) ]^[(X- <i k ) est un diviseur de A. 


k= 1 


n +1 


D’apres la propriete 13) on a : Y\a- a k ) ) < d °(A) = n. 

J(=\ 
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Par suite on a : n + 1 = d° 

Ur - ak) j < n. Ce qui est absurde. 

Done le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A 


aiors r < d °(A) = n. 

c ) Soit^ un polynome a coefficients dans K qui admet une infinite de racines 
dans K. 

D’apres ia contrapose de lapropriete b) lepolynome A est nul. 


3-5-Polynomes associes : 


Definition 3-5-1 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

On dit que A est associe a B ou A et B sont associes et on note A ~ B si A divise B et si 


B divise A. C’est a dire \A~B<^> 


A\B 

B\A 


Proprietes 3-5-2 : 

Soient A, B et C des polynomes a coefficients dans K. 

1) Si K = C aiors \A~B=>A~B. 

2) A ~ B <=> A • K[X] = B • K[X j. 

3 )A~ A. 

4 )A~B^B~A. 


j A ~ B 
\ B 


6) A ~ 0 <=> A = 0. 

C’est a dire 0 est le seul polynome a coefficients dans K associe a 0. 

7) Si K est integre aiors U(K) tq : B = aA. 

8) Si K est un corps commutatif aiors : A ~ B 3a e K* tq : B = aA. 

9) Si K est integre et si A et B sont unitaires aiors : A ~ B => A = B. 

10) Si K est integre et si A non nul de coefficient dominant a e U(K) aiors : 
a~ x A est le seul polynome unitaire associe a A. 

11) Si K est integre et si A est non nul de coefficient dominant inversible aiors A est 
associe a un polynome unitaire et un seul. 

12) Si K est un corps commutatif et si A est non nul de coefficient dominant a aiors, 
a~ x A est le seul polynome unitaire associe a A. 

13) Si K est un corps commutatif et si A est non nul aiors A est associe a un polynome 
unitaire et un seul. 

14) Si K est integre et si a e U(K) aiors A est associe a si seulement si A e U(K). 
C’est a dire si K est integre et si a e U{K) aiors :A~a^Ae U{K). 

15) Si K est un corps commutatif et si a est un element non nul de K aiors A est 
associe a a si seulement si A e K*. 

C’est a dire si K est un corps commutatif et si a e K* aiors :A~a<^>AeK*. 

16) Si K est integre aiors : A ~ 1 <=> A e U(K). 

17) Si K est un corps commutatif aiors :A~le=>As K*. 


ZENNAYI Mohammed 


59 sur 115 


Polynomes 



18) Si A est integre et si A est associe a B alors d °A = d °B. 

19) Si A est un corps commutatif et si A est un diviseur de B alors : 

A~B<^d°A = d°B 


Demonstration : 

1) Supposons que A = C. 

A ~ B => [A\B et B\A ] => \_A\B et 5|2] => A ~ B. 

2) A ~ B <=> [^|fi et 5|J] «• -Ap] c 5 • Ap] et B • K[X\ c 

<=> ^4 • A[A] = 5 - AXJt]. 


3) ^4 • Ap] = A • Ap] => ^ ~ A. 

4) a ~ b «• ^. Apr] = 5 • Apr] c=> b • Apr] = ^ • Apr] «• b ~ a. 

5) Supposons que A est associe a B et que B est associe a B. 


j A ~ B 
[ B ~ C 


j A • Ap] = B • ApT] 
1 B • Ap] = C • ApT] 


=> ^4 . Ap] = C • Apr] => 


^ • Ap] ] 


A ~ C. 


6) 4 ~ 0 o 4 • Ap] = 0 • Ap] = {0} «• A = 0. 

7) Supposons que A est integre. 

=>) Si A est associe a B : 

- Si A est nul : 

Alors (d’apres 6)) B est nul. II suffit de prendre a = 1 
Done a = 1 e U(K) et £ = 0=1x0 = aA. 

- Si A est non nul : 

Alors : J => 3P,Q e Ap] tq : 

\ B\A 

Done : A = QB = QPA => QP = 1 => A e A(Ap]). 

Puisque A est integre, il existe a e A tel que P = a g U{K). 
Ce qui montre que a e C/(A) et 5 = a^4. 

) S’il existe a e U(K) tet que : B = aA : 

B = aA f AIB 

=> { 1 => A ~ 5. 

^4 = a-'5 1 5^4 



B = PA 
A = QB 


8) Supposons que A est un corps commutatif. 

Alors : A(A) = A*. 

Done : 4 ~ 5 o 3a e C/(A) = A* tq : B = aA. 

9) Supposons que A est integre et que A et B sont unitaires associes. 
Alors : 3a e U(K) tq : B = aA. 

Puisque A est unitaire alors a est le coefficient dominant de B. 

Par suite a = 1 (car B est unitaire). 

Done :A = B. 


10) Supposons que A est integre et que A et non nul de coefficient dominant a e U(K) 
* a~ l A est de coefficient dominant a~ x a = 1. 

Done a~ l A est un polynome a coefficient dans A unitaire associe a A. 

-k Soit B un polynome a coefficient dans A unitaire quelconque associe a A. 

D’apres 7) il existe un element (5 de U(K) tel que B = (5A. 

(5a est le coefficient dominant de B. Alors : (5a = 1 (car B est unitaire). 

Done : p = a~ x , et par suite B = a~ x A. 

Ce qui montre que a~ x A est le seul polynome unitaire associe a A. 
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11) Supposons que K est integre et que A est non nul de coefficient dominant 
inversible. 

Soit a le coefficient dominant de A. 

D’apres 10) a~ x A est le seul polynome unitaire associe a A. 

12) Supposons que K est un corps commutatif et que A est non nul de coefficient 
dominant a. 

Puisque K est un corps commutatif alors a e K* = U(K) 

Done (d’apres 10)) a~ l A est le seul polynome unitaire associe a A. 

13) Supposons que K est un corps commutatif et que A est non nul. 

Puisque K est un corps commutatif alors le coefficient dominant de A est 
inversible. 

Ce qui montre (d’apres 11)) que A est associe a un polynome unitaire et un seul. 

14) Supposons que K est integre et que a e U(K) 

=>) Si A est associe a a : 

Alors (d’apres 7)) il existe une constante p e U(K ) telle que ,4 = pa. 

Done ,4 = pa e U(K). 

<= ) Si A e U(K) : 

Alors : aA~ l e U(K ) et a = ( aA~ l )A. 

Ce qui montre (d’apres 7)) que A est associe a a. 

15) Supposons que K est un corps commutatif et que a est un element non nul de K. 
Puisque K est un corps commutatif alors a e U(K) 

D’apres 14), on a done :A~a<=>Ae U(K) = K*. 

16) Supposons que K est integre. 

Puisque 1 e U(K) alors (d’apres 14)) ^4 ~ 1 « A e U{K). 

17) Supposons que K est un corps commutatif. 

D’apres 16), on a done : A ~ 1 A e U(K) = K*. 

18) Supposons que K est integre et que A est associe a B. 

- Si A est nul : 

Alors B est aussi nul. Done : d °A = d °0 = d °B. 

- Si A est non nul : 

Alors B est aussi non nul. On a done : 



d°A < d°B 
d°B < d°A 


=> d°A = d°B 


19) Supposons que K est un corps commutatif et que A est un diviseur de B. 
=>) Si A est associe a B : 

Alors (d’apre 18)) d °A = d °B 
<= ) Si d°A = d°B : 

- Si A est nul : 

Alors : d °B = d °A = d °0 = -oo => B = 0. 

Done : A = 0 ~ 0 = B. 

- Si A est non nul : 

A\B => 3Q £ K[X\ tq : B = AQ. 

d°A + d°Q = d°{AQ) = d °B = d °A => d°Q = 0 => Q e K* = U(K). 
Done (d’apre 7)) A est associe a B. 
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Thoreme 3-5-3 : 

Si K est un anneau commutatif unitaire integre non nul, les trois proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

i) K est un corps commutatif. 

ii) K[X\ est un anneau euclidien. 

iii) iC[Z] est un anneau principal. 


Demonstration : 

i) => ii) Supposons que K est un corps commutatif. 

Soit d I’application de K[X] * vers N definie par: d : K[X]* —► N 


A -► d(A) = d°A. 



VA e K[X] et V5 e K[X]* : 3Q,R e K[X\ tq : 



A=BQ+R 


| R = 0 ou [R ± 0 et d(R) = d°R < d°B = d(B) ] 

Done K[X\ est un anneau euclidien. 

Ce qui montre que la proposition i) => ii) est vraie. 

ii) => iii) Supposons que K[X] est un anneau euclidien. 

Alors K[X] est un anneau principal. 

Done la proposition ii) => iii) est vraie. 

iii) => i) Supposons que K[X] est un anneau principal. 

Soit a un element quelconque non nul K. 

PuisqueX[X| est un anneau principal alors I’ideal a -K[X] + X*K[X\ est 
principal. 

Done il existe un polynome d e K[X\ tel que : a • K[X\ +X • K[X\ = d • K[X\. 

a • K[X] cz a • K[X] +X-K[X] = d • K[X] => d\a => d°(d) < d°(a ) = 0 => d e K. 
[j|a era^0]=>J^0. Done : d e K *. 

X-K[X] cz a-K[X] + X• K[X\ = d • K[X] => d\X => 3P e K[X] tq : X= dP. 
dP = X => d°P = 0 + d°P = d°(d) + d°P = d°(dP) = d°X = 1. 

Alors : 3a, (3 e K tq : P = aX+ (3. 

dP = X=> d(aX+13)=X=> daX+ df3=X^da = l^ds U(K ) 

=> d-K[X\ = K[X\. 

Par suite on a : a • X[Z] +X- = d • X[Z] = X[Z] => 1 e a • X[Z] +X-K[X\. 

Done il existe U,Ve K[X] tels que : Ua + VX = 1. 

t/a+ 1 => (t/a+ FX)(0) = 1(0) = 1 => U(0)a + V(0)(0) = 1 => U(0)a = 1 


=> a e t/(X). 


Ce qui montre que ^ est un corps commutatif. 
Alors la proposition iii) => i) est vraie. 


On a done montrer que les trois propositions i), ii) et iii) sont equivalentes. 
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3-6-Fonctions polynomiales : 

Definition 3-6-1 : 

Soient^ un polynome a coefficients dans K. 

On appelle fonction polynomial associe a A I’appiication de K vers K note A appelee 
"A tilda" definie par: A : K —>• K 

x I—> A(x) = A(x). 


Definition 3-6-2 : 

Soit u e K k une application de K vers K lui meme . 

/V 

S’il existe un polynome A a coefficients dans K tel que u = A on dit que u est une 
fonction polynomiale de K ou u est une fonction polynomial. 


Remarque 3-6-3 

VA,B e K[X] : { 


A + B = A + B 

/v/v 

AB = AB 


En effet: 

\/A,B e K[X\ et 

A + B(x) = (A +B)(x) = A(x) +B(x) = A(x) +B(x) = fA + b\x) 
< V 7 
AB(x ) = ( AB)(x ) = A(x)B(x) = A(x)B(x) = ( ABJ(x ) 


On a done : 


A + B = A + B 

' /v/v 

AB = AB 


Proprietes 3-6-4 : 

K etant un anneau commutatif unitaie integre non nul. 

Soit cp I’application de K[X\ vers L’ensemble K K des applications de K vers K lui meme 
definie par: cp : K[X] —> K K 

A ^ <p(A) = A 

Pour tout entier naturel n, la restriction de cp a K n [X] est notee cp n . C’est a dire, pour tout 
entier naturel n, I’application (p n est dedinie par: 

(Pn : K„[X] -> K K 

A <p n (A) = <p(A) = A 

1) (p est un homomorphisme d’anneaux unitaires de K[X\ vers I’anneau K K des 
applications de K vers K lui meme. 

2) ker <p = ^A e K[X] tq : Vx e K : A(pc) = 0^>. 

3) Pour que cp soit injectif il faut et il suffit que K soit infini. 

4) Si K est infini alors I’application suivante : u : K —» K 

x I—> u{x) = 0 si x ± 0 
0 h-» i/(0) = 1 si x = 0 

de K vers K n’est pas une fonction polynomiale dans K. 

5) Si K est infini alors I’homomorphisme cp n’est pas surjectif. 
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6 ) Si K est infini alors K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de K K . 

7) Pour tout entier naturel n, I’application cp n est un homomorphisme du groupe additif 
(K n [X\,+) vers le groupe additif ( K K ,+ ). 

8 ) Si K est infini alors, pour tout entier naturel n, (p„ est injectif. 

9) Si K est fini alors, pour tout entier naturel n, cp,, est injectif si seulement si n < \K\. 
C’est a dire si K est fini alors, pour tout entier naturel n, (p n est injectif« n < \K\. 

10) Si K est fini et si \K\ = n + 1 alors cp n est un isomomorphisme du groupe additif 
( K n [X\,+ ) vers le groupe additif (K K , +). 

11) Si K est fini alors I’homomorphisme cp est surjectif. 

12) Si K est fini alors : ]^[(X- a) e ker 9 - {0}. 

aeK 

13) Si K est fini alors I’homomorphisme (p n’est pas injectif. 


Demonstration : 


<p(A + B) = A + B = A + B = <p(A) + <p(B) 

1 ) * \/A,B g K[X\ : j J J J 

| (p{AB) = AB = AB = (p(A)cp(B) 

Done cp est un homomorphisme d’anneaux de K[X] vers K K 
-k \/x e K : cp( l)(x) = l(x) = l(x) = 1. 

Done <p( 1) est egal a la costante 1 de K. 

Ce qui montre que (p est un homomorphisme d’anneaux unitaires de K[X] vers K K . 
Car I’unite K k est egal a la costante 1 de K. 

2) VA e K[X] : A e ker (p o A = cp(A) est nui <=> |^Vx e K : A(x) = A(x) = 0 J. 

Done : ker^» = ^A e K[X] tq : Vx e K : A(x ) = 0^-. 

3) =>) Si 9 est injectif : 

Supposons que K est fini et posons A = Y\ (X-a). Le polynome^ est non nul. 

aeK 


Vx e K : A(x) = ]~[ (x - a) = 0 
aeK 


A e ker cp. Done ker<p est non nul. 


Alors cp n’est pas injectif, ce qui est absurde. Ce qui prouve que K soit infini. 

<^ ) Si K est infini : 

\/A e ker (p : Vx e K : A(x) = 0. Done les elements de K sont tous des racines 
de A. Alors A admet une infinite de racines dans K et par suite A est nul. 

Done ker<p est nul. Ce qui montre que cp est injectif. 

4) Supposons que K est infini. 

Les racines de u dans K sont les elements de K *. 

Puisque K est infini alors K * est aussi infini et done u admet une infinite de racines 
dans K. Ce qui montre que u n’est pas une fonction polynomial dans K. 

5) Supposons que K est infini. 

Alors (d’apres 4)) il existe un element u e K K tel que u ne soit pas une fonction 
polynomial dans K. 

On done : VA e K[X ] : cp(A) ± u. 

Ce qui prouve que cp n’est pas surjectif. 

6 ) Supposons que K est infini. 

Alors (p est un isomomorphisme de K[X] vers (p(K[X ]) * K K (car (p n’est pas 
surjectif). 

Done K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de K K . 
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7) \/A,B e *„[*] : <p„(A+B) = cp(A + B) = q>(A) + cp{B ) = <p„04) + <p n (B). 

Done cp„ est un homomorphisme du groupe additif (K„[X\,+) vers le groupe additif 

(K K ,+). 

8 ) Supposons que K est infini et soit n entier nature quelconque. 

VA e ker <p„ : <p(A) = <p„(A ) = 9 (ou 6 est I’application nulle de K vers K lui meme). 
Done A = 0. 

Alors ker cp n est nul. Ce qui montre que <p n est injectif. 

9) Supposons que K est fini et soit n entier nature quelconque. Posons \K\ = m. 

=>) Si <p n est injectif : 

Supposons que n > \K\ = m et soit ^4 = ]~[(X-a) e.K[X]. 

aeK 

d°A = \K\ = m < n => A e K„[X\* et on a : Vx e K : A(x) = n ( x ~ a ) = °- 

aeK 

Alors pour tout element* de K, (p n (A)(x) = <p(A)(x) = A(x) = 0. 

Done cpn(A) est nul et par suite A e ker (p n . Ce qui prouve que cp m n’est pas 
injectif Ce qui est absurde. 

Par consequent n < m = \K\. 

<= ) Si n -<|K| : 

Soit A un element quelconque de ker <p„. 

On a : A <= ker cp n a K n [X] => d°A < n < m. 

V* e K : A(pc) = A(x) = (p(A)(x) = <p„(A)(x) = 6(x) = 0, ou 6 est I’application 
nulle de K vers K lui meme. 

Puisque d°A < m et puisque A admet m racines dans K distincts deux a deux 
alors A est nul. 

Done ker <p„ est nul, ce qui montre que cp n est injectif. 

10) Supposons que K est d’ordre fini n + 1. 

Puisque n < n + 1 = \K\ alors (d’apres 9)) est injectif. Done cp n est un 
isomomorphisme du groupe additif (K„[X\,+) vers le groupe additif {(p n {K n [X ]),+). 
\<f>„(K„[X])\ = \K„[X\\ = | K\’" = (n + 1)"' = \Kf' = \K K \. 

Par consequent (p n {K n [X\) = K K . Alors (p n est surjectif. 

Ce qui montre que cp n est un isomomorphisme du groupe additif (K n [X\,+) vers le 
groupe additif (K K ,+). 

11) Supposons que K est fini et posons \K\ - 1 = n. 

Alors (p n est un isomomorphisme du groupe additif (K„[X\,+) vers le groupe additif 

(K K ,+). 

Done K K = (p n {K n [X\ ) = <p(K„[X]) c cp{K[X]) =* cp(K[X]) = K K . 

Ce qui montre que I’homomorphisme cp est surjectif. 

12) Supposons que K est fini. 


M riC*-‘> = |^| * -°o => (AT— a) * 0. 

\aeK J aeK 


On a a : 

V* e K : 


(*) = J”[ (x- a) =0 



_aeK _ 

aeK _ 


Done ]^[ ( X- a ) e ker<p - {0}. 
aeK 


13) Supposons que K est fini. 

Puisque (d’apres 12) ]^[(X-a) e ker <p - {0} alors cp n’est pas injectif. 

aeK 
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Theoreme 3-6-5 : 

Soit K est un anneau commutatif unitaie integre non nul. Les proprietes suivantes sont 
verifiers : 

1) Si K est infini alors K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de K k . 

2) Si K est infini alors : 

- VS e K[X] : A = 6 => A = 0 (ou 0 est I’application nulle K vers K lui meme). 

- MA,B g K[X j :A=B=>A=B. 

3) Si K est infini alors les applications de K vers K lui meme ne sont pas toutes des 
fonctions polynomiales de K. 

4) Si K est infini, tout polynome A a coefficients dans K peut etre cofondu avec la 
fonction polynomiales 

5) Si K est fini alors toutes les applications de K vers K sont des fonctions polynomiales 
de K. C’est a dire : Mu g K k : 3S g K[X] tq : u = A. 

6 ) Si K est fini alors : 

- VS g K[X] : A = 6 A = 0 (ou 6 est I’application nulle K vers K lui meme). 

- MA,B g K[X] \A = Bj>A = B. 


Demonstration : 

Soit cp I’homomorphime de ( K[X\,+ , .) vers (K K ,+, .) defini par: cp : K[X\ —> K k 

A 1 ► (p{A ) = S. 

1) Supposons que K est infini. 

D’apres la propriety 3-6-6-6) K[X\ est isomomorphe a un sous anneau propre de K K . 

2) Supposons que K est infini. 

D’apres la propriety 3-6-6-3) cp est injectif. Par suite on a : 

- VS g K[X\ :A =0 => <p(S) = Q => S = 0. 

- VS, B g K[X\ :A=B=> <p(A) = tp(B ) => S = B. 

3) Supposons que K est infini. 

D’apres la propriety 3-6-6-5) les applications de K vers K lui meme ne sont pas toutes 
des fonctions polynomiales de K. 

4) Supposons que K est infini. 

Puisque d’apres la propriety 3-6-6-3) cp est un homomorphime injectif de (K[X],+,. ) 
vers (K K ,+, .), on peut confondre chaque polynome S a coefficients dans K avec la 

fonction polynomiales 

5) Supposons que K est fini. 

Puisque d’apres la propriety 3-6-6-11) cp est un homomorphime surjectif de (AT[Z],+,.) 
vers (K K ,+,.) alors : Mu g K k : 3A g K[X] tq : u = cp(A) = A. 

Done toutes les applications de K vers K sont des fonctions polynomiales de K. 

6 ) Supposons que K est fini. 

Puisque d’apres la propriety 3-6-6-13) q> n’est pas injectif alors : 

- VS g K[X\ : A = 6 => <p(A) = 6 A = 0. 

- MA,B g K[X\ : A =B => <p(A) = <p(B) A = B. 
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3-7-Division suivant les puissances croissantes : 


Lemme 3-7-1 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si le coefficient constant 3(0) de B est inversible (c’est a dire si 3(0) e U(K )) alors 
il existe d’une fagon unique un element a de K et un polynome R a coefficients dans K 
tels que A = aB +XR. 

Demonstration : 

Suppososons que le coefficient constant de 3 est inversible. 

- Existence : 

Posons a = A(0)3(0)~' On alors : 

(A - a3)( 0) = A( 0) - aB( 0) = A(0) - A(0)3(0)~ 1 3(0) = A(0) -A( 0) = 0. 

Alors : X\(A - aB) => 3R e K[X\ tq : A- aB = XR. 

Done il existe un element a de K et un polynome R a coefficients dans K tels que 
A = aB+XR. 

- Unicite : 

Soient p un element de K et S un polynome a coefficients dans K tels que A = / 3B+XS. 
Alors :aB+XR=A = (3B+XS => aB - (5B =XS-XR => (a - p)B = X(S - R) 


^ [(a - P)B](0) = [X(S - R)](0) 

=> (a - P)B( 0) = 0(5 - R)( 0) = 0 

=> (a - p)B(0)B(0y l = 0B(0y l = 0 ^ a-p = 0 


=> a = p. 


Par suite on a : aB +XR = A = pB +XS = aB +XS => XR = XS => R = S. 

On a done : a = p et R = S. D’ou I’unicite. 


Theoreme et definition 3-7-2 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si le coefficient constant de B est inversible (c’est a dire si B( 0) e U(K)) 
alors pour tout entier naturel n e N il existe d’une fagon unique deux polynomes 
Q et R a coefficients dans K tels que : 



Le polynome Q est appele le quotient de la division suivant les puissances 
croissantes de A par B a I’ordre n ou Q est le quotient de A par B a I’ordre n. 

Le polynome X' 7+l R est appele le reste de la division suivant les puissances 
croissantes de A par B a I’ordre n ou le reste de A par B a I’ordre n. 

La recherche des polynomes Q et R est appelee la division suivant les puissances 
croissantes de A par B a I’ordre n ou la division de A par B a I’ordre n. 

Demonstration : 

Suppososons que le coefficient constant de B est inversible. 

Montrons par recurrece que pour tout entier naturel n il existe d’une fagon unique deux 


polynomes Q et R a coefficients dans K tels que : 


A = BQ + X n+l R 
d°Q < n 
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- Pour n = 0 : 

D’apres le lemme 3-7-1, il existe d’une fagon unique un element a de K et un polynome 
R a coefficients dans K tels que A = aB + XR. 

- Existence : 


Posons Q = a. On a alors : 

D’ou I’existence. 

- Unicite : 


A = aB+XR = BQ + X n+l R 
d °Q = d °a < 0 = n 


Soient Met S deux polynomes a coefficients dans K tels que 


A = BM + X n+l S 
d °M < n 


d °M < n = 0 => 3p e K tq : d °M = p. 

(A= BQ + X n+l R = aB+XR 

On a done : < 

[ A = BM + X n+l S = pB+XS 


D’apres le lemme 3-7-1 on a : 


Q = a = P = M 
R = S 


dans K tels que : 


D’ou I’unicite. 

- Pour n - 1 : 

Supposons qu’il existe d’une fagon unique deux polynomes Qo et A 0 a coefficients dans 

f A - BQo +X"Ao 

K tels que : < „ 

I d Q 0 < n - 1 

- Pour n : 

Montrons qu’alors il existe d’une fagon unique deux polynomes Q etR a coefficients 

f A = BQ + X"R 

dans K tels que : < „ 

[ d Q < n 

• Existence : 

D’apres I’hypothese de recurrece il existe d’une fagon unique deux polynomes Q 0 et 

f A = BQo +X n A 0 

A o a coefficients dans K tels que : < 

[ d Q 0 < n - 1 

D’apres le lemme 3-7-1, il existe d’une fagon unique un element a de K et un 
polynome R a coefficients dans K tels que A 0 = aB+XR. 

Alors : A = BQ 0 +X n (aB+XR ) = BQ 0 + aBX n +X' 1+l R = B(Q 0 + aX n ) +X n+l R. 

Posons Q = Q 0 + aX". Puisque d °<2o < n - 1 alors : d°Q = d °(<2o + «^' ! ) < n. 

f A = BQ + X n+l R 


A 0 a coefficients dans K tels que : 


On a done : 


d Q<n 


D’ou I’existence. 

• Unicite : 


Soient Met S deux polynomes a coefficients dans K tels que 


d °M< n => 3a o, ,a n -i,a n e K tq : M = ^ aiX k . 

k=0 


A = BM + X n+l S 
d °M < n 
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1 

n n— 1 

n- 1 M = X a*** = X a kX k + ct„X" = M 0 + a,X" 

Posons M 0 = X a k xk alors °na : < £=0 £=0 

£=0 ,o , 

Mo < « - 1 

Par suite on a M = 5(M 0 + a n X") + X n+l S = BM 0 + a n BX n +X n+l S 
= BM 0 + X(a„B + XS ) et d °M 0 < n - 1. 

D’apres I’hypothese de recurrence on a : M 0 = Qo et +X5 = A 0 . 

Ao = a„B +XS => \_a n = a et S = i?]. 

_ f M = Mo + a n X" = Q o + aX" = Q 

Done : < 

| S = R 

D’ou I’unicite. 


Corollaire 3-7-3 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si 5(0) est non nul et si K est un corps commutatif alors pour tout entier nature! n le 
quotient et le reste de la division suivant les puissances croissantes de A par 5 a 
I’ordre n existent. 

En effet: 

Supposons que 5(0) est non nul et que K est un corps commutatif. 

Alors le coefficient constant 5(0) de 5 est inversible, et par suite (d’apres le theoreme et 
definition 3-7-2) le quotient et le reste de la division suivant les puissances 
croissantesde de A par 5 a I’ordre n existent. 

Exmple 3-7-4 : 

Dans K =: M, Soient A = IX- 18 , B = 3X 2 -X+2 et n = 3 

A = -18 + IX B = 2 -X+ 3X 1 

18-9X+27X 2 Q = -9-X+ 13X 2 + 8X 3 

-2X+ 27X 2 
2X-X 2 + 3X 3 
26X 2 + 3X 3 
-26X 2 + 13X 3 - 39X 4 
16X 3 -39X 4 
-16X 3 + 8X 4 - 24X 5 
-31X 4 -24X 5 
= -X 4 (24X+31) 

Done : 8X 3 + 13X 2 -X- 9 est le quotient de la division suivant les puissances 

croissantesde A par 5 a I’ordre 3. 

-X 4 (24X+ 31) est le reste de la division suivant les puissances 
croissantesde A par 5 a I’ordre 3. 
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4-Arithmetique des polynomes : 


Dans tout le paragraphe K etant un corps commutatif. 


4^-p.g.c.d de deux polynomes : 


Definition 4-1-1 : 

Soient A, B et C des polynomes a coefficients dans K. 

On dit que D est un p.g.c.d de A et B si on a les deux proprietes suivantes : 


i) D est un diviseur commun de A et B . C’est a dire 


D\A 

D\B 


ii) Tous les diviseurs communs de A et B sont des diviseurs de D . 

C’est a dire VA e K[X 1 : < => AID 

^ 1 A| B 


Proprietes 4-1-2 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

1) Pour qu’un polynome D e K[X] soit un p.g.c.d de A et B il faut et il suffit que : 
A • K[X\ + B • K[X\ = D • K[X\. 

2) AeiB possedent au moins un p.g.c.d. 

3) Si D est un p.g.c.d de A et B alors les p.g.c.d de A et B sont les assies de D. 
C’est a dire si D est un p.g.c.d de A et B alors pour tout polynome A e K[X\, 
[A est un p.g.c.d de A et B~\ <=> A ~ D 

4) Si D est un p.g.c.d de A et B alors il existe U, V e K[X\ tels que : UA+VB = D. 

5) Si d°B > 1 et si D est un p.g.c.d de A et B alors il existe U, V e K[X\ tels que : 

f UA+VB = D 
[ d°U < d°B 

Si de plus d°A > 1 on a aussi d°V < d°A. 


6 ) Si K = C et si D est un p.g.c.d tie A et B alors D est un p.g.c.d de A et B . 

7) A est un p.g.c.d de A et B si seulement si A\B. 

8) A est un p.g.c.d de A et 0. 

9) 0 est un p.g.c.d de A et B si seulement si A = B = 0. 

10 ) 0 est le seul p.g.c.d de 0 et 0. 

11) Va e T : a est un p.g.c.d de A et a. 

12) Va e K* : 1 est un p.g.c.d de A et a. 

13) Si B ± 0 et si R est le reste de la division euclidienne de A par B alors les p.g.c.d de 
Ae\B sont les p.g.c.d de B et R. 


Demonstration : 

1) SoitD un polynome a coefficients dans K. 

=>) Si D est un p. g. c. d de A et B : 

* Puisque D est un p.g.c.d de A et B alors D est un diviseur commun de A et B, 
done (d’apres la propriety 3-4-2-5)-a)) A • K[X\ + B • K[X] a D • K[X\. 
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* Puisque K est un corps commutatif alors (d’apres le theoreme 3-5-3), K[X] 
est un anneau principale, et par suite A • K[X\ + B • K[X\ est un ideal principal 
de K[X\. Done il existe A e K[X\ tel que : A • K[X] + B • K[X] = A • K[X]. 

Alors (d’apres la propriety 3-4-2-5)-a)), A est un diviseur commun de A et B. 
Done A est un diviseur de D (car D est un p.g.c.d de A et B). 

Par consequent : D • K[X] cz A • K[X] = A • K[X] + B • K[X\. 

Ce qui montre que A • K[X] + B • K[X\ = D • K[X]. 

<= ) Si on a : A • K[X] + B • K[X] = D • K[X] : 

* Puisque A • K[X] + B • K[X] = D • K[X] c D • K[X], alors (d’apres la propriety 
3-4-2-5)-a)) D est un diviseur commun de A et B. 

* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. 

D’alpres la propriety 3-4-2-5)-a), A >K[X\ +B >K[X\ c= A -K[X\. 

Par suite on a : D • K[X\ = A • K[X\ + B • K[X\ c A • K[X\ => A|D. 

DoncD est un p.g.c.d 6e A et B. 

Ce qui montre que D est un p.g.c.d de A et B si seulement si 
A • K[X\ + B • K[X\ = D • K[X\. 

2) Puisque ,4 • K[X] +B • K[X] est un ideal principal de^[Z] alors il existe un polynome 
D e K[X] tel que : A • K[X] + B • K[X] = D • K[X]. 

DoncD est un p.g.c.d de A et B. 

3) SoitZ) est un p.g.c.d de A et B, et soit A un polynome quelconque a coefficients 
dans K 

Puisque D est un p.g.c.d de A et B alors (d’apres 1)) on a : 

A • K[X\ + B • K[X\ = D • K[X\. 

[A est un p.g.c.d de A et B~\ <=> A • K[X\ +B • K[X\ = A • K[X] (d’apres 1)) 

<=> A • K[X] = D • K[X\ 

«• A ~ D. 


Done les p.g.c.d de A et B sont les assies de D. 

4) SoitZ) est un p.g.c.d de A et B. 

D’apres 1) on a : A • K[X] + B • K[X\ = D • K[X]. Alors D e A • K[X] + B • K[X\. 

Done il existe U,V e K[X] tels que : UA + VB = D. 

5) Supposons que d°B > 1 et que D est un p.g.c.d de A et B. 

Alors il existe M,N e K[X] tels que : MA +NB = D. 

Soient Q le quotient de la division euclienne de M par B et U le reste de la division 


euclienne de M par B On a alors : 


M= QB + U 
d°U< d°B 


Par suite on a : (U+ QB)A +NB = D 
En posant V = QA + N, on obtient done : 


UA + QBA +NB = D 
UA + VB = D 
d°U < d°B 


UA + (QA + N)B = D. 


Dans ce cas supposons que d°A > 1. 

Puisque D est un diviseur de A et puisque A est non nul alors : 

d°D < d°A <d°A + 1 < d°A + d°B. 

UA+VB = D => VB = D-UA 

=> d°V+ d°B = d°(VB ) = d°(D-UA ) < ma x(d°D,d°(UA)). 

d°D <d°A + d°B . - no 

=> ma x(d°D,d°(UA)) < d°A + d°B. 

d°(UA ) = d°U+d°A < d°A + d°B 
Par suite on a : d°V+d°B < d°A + d°B => d°V < d°A. 
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6) Supposons que K = C et soit D un p.g.c.d de A et B. 

* Puisque D est un diviseur commun de A et B alors (d’apres la propriety 3-4-2-1)) 

D est aussi un diviseur commun de A et B . 

* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B . 

Alors (d’apres la propriety 3-4-2-1)) A est un diviseur commun de A = A et B = B. 
Par suite A est un diviseur de D (car D est un p.g.c.d de A et B). 


D’apres la propriety 3-4-2-1 )) on a done A = A est un diviseur de D . 

Ce qui montre que D est un p.g.c.d de A et B . 

7) [A est un p.g.c.d de A et B] «• A • K[X] +B • K[X] = A • K[X\ <=> B • K[X\ cz A • K[X] 

«• A\B. 

8 ) Puisque A est un diviseur de 0 alors (d’apres 7)) A est un p.g.c.d tie A et 0. 

9) =>) Si 0 est un p. g. c. d de A et B : 

Alors 0 est un diviseur commun de A et B. Done A = B = 0. 


<= ) Si A = B = 0 : 


On a : A • K[X] + B • K[X] = 0 • K[X\ + 0 • K[X\ = {0} + 0 • K[X] = 0 • K[X\. 

DoncO est un p.g.c.d tie A et B. 

Ce qui montre que 0 est un p.g.c.d tie A et B si seulement si A = B = 0. 

10) D’apres 9), 0 est un p.g.c.d tie 0 et 0. 

Puisque 0 est le seul associe 0 alors 0 est le seul p.g.c.d tie 0 et 0. 

11) Va e I* : a est un diviseur de A, done d’apres 7) a est un p.g.c.d tie A et a. 


12) VaeT: 


a est un p.g.c.d tie A et a (d’apres 7)) 
a est associe a 1 


=> 1 est un p.g.c.d tie A et a. 


13) Supposons que B ± 0 et que R est le reste de la division euclidienne de A par B et 
D un polynome quelconque a coefficients dans K. 

=> ) Si D est un p. g. c. d de A et B : 

★ Puisque D est un diviseur commun de A et B alors (d’apres la propriety 
3-4-2-6)) D est aussi un diviseur commun de B et R. 

★ Soit A un diviseur commun quelconque de B et R. 

D’apres la propriety 3-4-2-6), A est aussi un diviseur commun de A et B. 
Done A un diviseur de D (car D est un p.g.c.d tie A et B). 

Ce qui prouve que D est un p.g.c.d tie A et R. 

=>) Si D est un p. g. c. d de B et R : 

★ Puisque D est un diviseur commun de B et R alors (d’apres la propriety 
3-4-2-6)) D est aussi un diviseur commun de A et B. 

★ Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. 

D’apres la propriety 3-4-2-6), A est aussi un diviseur commun de B et R. 
Done A un diviseur de D (car D est un p.g.c.d tie B et R). 

Ce qui prouve que D est un p.g.c.d tie A et B. 

On a alors montrer que les p.g.c.d tie A et B sont les p.g.c.d tie B et R. 


Definition 4-1-3 : 

Soient Ro,R\, . ,R„ des polynomes a coefficients dans K. 

On dit que (Ro,Ru . ,R n ) est une suite euclidienne si on a les 4 proprietes 

suivantes : 
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i) n > 2 

ii) VA: = 0,1,. ,n : R k =£ 0 

iii) \/k = 2,. ,n : R k est le reste de la division euclidienne de R k ~ 2 pari^-i 

iv) c’est a dire que le reste de la division euclidienne de R n ~i par 
est nul . 

L’entier« est appele la longueur de la suite (Ro,R i,. 

Definition 4-1-4 : 

Soient.4 et B deux polynomes a coefficients dans K et (Ro,R\, . ,R n ) une 

suite euclidienne . Si R 0 = ^4 et si R\ = B on dit que (Ro,R i,. ,R n ) est une suite 

euclidienne de 04,5). 

Remarque 4-1-5 : 

Soient.4 et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si ( A,B ) possede une suite euclidienne alors: ^4 * 0, d °B > 1 et 5 n’est pas un 
diviseur de A. 


En effet: 

Supposons que ( A,B ) possede une suite euclidienne (Ro,Ri, . ,R„). 

* A — R 0 =£ 0. 

* Puisque le reste R 2 de la division euclidienne de R 0 = A par Ri = B n’est pas nul alors 
B n’est pas un diviseur de A. 

Lemme 4-1-6 : 

Soient A et B deux polynomes non nul a coefficients dans K et R le reste de la 
division euclidienne de A par B. 

Si R ± 0 et si R divise B alors ( A,B,R ) est une suite euclidienne de ( A,B ) et c’est 
la seule suite euclidienne de ( A,B ). 


Demonstration : 

* Posons R 0 = A, R\ = B et R 2 = R. On a alors : 

Ro = A, R i = B, R 2 = R est le reste de la division euclidienne de R 0 = A par R i = B 
et R 2 = R est un diviseur de R i. C’est a dire : 

Ro = A, R] = B, V/ = 2,...,2 : R, est le reste de la division euclidienne de R,- 2 par 
Ri-\ et R 2 |i?i. 

Alors ( A,B,R ) = (Ro,Ri,R 2 ) est une suite euclidienne de ( A,B ). 

* Soit (So,Si, . ,S„) une suite euclidienne quelconque de (A,B). On a : 

So — A = Ro et Si — B = R \. 


Puisque S 2 est le reste de la division euclidienne de So = Ro pa Si = R i alors S 2 = R 2 . 
Supposons que n > 3. 


f S 2 = R 2 = R e K* 

I S 3 est le reste de la division euclidienne de Si par S 2 


=> S 3 = 0. 


Ce qui est absurde. Done n = 2, par suite on a : 

(So,Si,.,S„) = (S 0 ,Si,S 3 ) = (Ro,Ri,R 2 ) D’ou I’unicite. 
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Theoreme et definition 4-1-7 (Algorithme d Euclide): 

Tout couple (A,B) de polynomes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas 
un diviseur de A, admet une suite euclidienne et une seule. 

Pratiquement pour determiner la suite euclidienne de A et B on effectue les divisions 
suivantes : 


II 

o 

>3 

II 

to 

oq 

II 

Ri 

Rn-2 

Rn -1 

Rn -1 

Rn 

Ri 

Qo 


Qi 

Rn 

Qn-2 

0 

Qn -1 


R„ est le dernier reste non nul. 

La recherche de la suite euclidienne de (A,B) est appelee I’Algorithme d’Euclide 
appliquee (^4,5).suite euclidienne et une seule. 


Demonstration : 

★ Pour tout couple (A,B) de polynomes non nul a coefficients dans K tel que B ne soit 
pas un diviseur de A, on a : d °B > 1. 

* Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul k, si ( A,B ) est un couple 
de polynomes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas un diviseur de A et 
tel que d °B = k alors (A,B) admet suite euclidienne et une seule. 

- Pour k = 1 : 

Soit ( A,B ) un couple de polynomes non nul a coefficients dans K tel que B ne soit 
pas un diviseur de A et tel que d °B = k = 1. 

Soit R le reste de la division euclidienne de A par B. 

d°R<d 0 B = k= l^d°R<O^R£K^R£K* (car B ne divise pas A). 

R £ K* => R\B. 

Done (d’apres le lemme 4-1-6) (A,B,R) est une suite euclidienne de ( A,B ) et e’est 
la seule suite euclidienne de (A,B). 

- Pour k- 1 : 

Supposons que si ( A,B) est un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K 
tel que B ne soit pas un diviseur de A et tel que d °B < k- 1 alors ( A,B ) admet suite 
euclidienne et une seule. 

- Pour k : 

Montrons qu’alors si ( A,B ) est un couple de polynomes non nuls a coefficients dans 
K tel que B ne soit pas un diviseur de A et tel que d °B < k alors (A,B) admet suite 
euclidienne et une seule. 

Soit ( A,B ) un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit 
pas un diviseur de A et tel que d °B = k. 

Soit R le reste de la division euclidienne de A par B. 

R n’est pas nul (car B n’est pas un diviseur de A) et d °R < k- 1 (car d °R < d °B). 

• Si R est un diviseur de B : 

Alors (d’apres le lemme 4-1-6) ( A,B,R) est une suite euclidienne de (A,B) et e’est 
la seule suite euclidienne de ( A,B ). 

• Si R n’est pas un diviseur de B : 

• Existence : 

Puisque B et R sont non nuls, R n’est pas un diviseur de B et d °R < k- 1 alors, 
d’apres I’hyposese de recurrence, (. B,R ) admet une suite euclidienne 
( Po,P\,...,P n ) et une seule. 
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Posons : P 0 = A et V/ = 1,. ,n + 1 : P, = Pm - On a alors : 

Ro = A, Pi = P 0 = B, R 2 = Pi = R est reste de la division euclidienne de A = P 0 

parP = Pi, V/ = 3,. ,n+ 1 : P, = P,_i est le reste de la division euclidienne de 

Pi -3 = P /-2 par = P M et P„+i = P„ est un diviseur de P„_i = P„. 

Done (P 0 ,Pi,...,P„,P„+i) est une suite euclidienne de ( A,B ). 

D’ou I’existence. 


• Unicite : 


Soit (So,S u . ,S m ) une suite euclidienne quelconque de (A,B) 

Puisque S 2 est le reste de la division euclidienne de S 0 = A par Si = B alors S 2 = R 
Aors S 2 = P ne divise pas Si, par suite m * 2 et done m > 3. 

Vi = 0,1, .,«? - 1 : posons Q t = S i+i . On a alors : 

Qo = Si = P, <?i = S 2 = P, Vi = 2,.,??? - 1 : 0, = P,-+i est le reste de la 

division euclidienne de 0,_ 2 = Sm par <2 m = S’, et g m _i = S m divise Q m - 2 = S m -\ 
Done (Qo,Q\, . ,Q m - 1 ) est une suite euclidienne de (P,P). 

| P et P ne sont pas nuls 


On a vu que : <r p n’est pas un diviseur de P 


P°P <k-l (car d°R < d°B) 


Ce qui prouve, d’apres I’hypothese de recurrece que (P,P) admet une suite 

euclidienne et une seule. Par suite on a : (Qo,Q\, . ,Q m - 1 ) = (Po,Pi,---,P»)- 

Alors : m - 1 = n et Vi = 0,1,. ,n : S', = P,. 

r m = i? + l 


Par consequent ona: < 




S 0 = A = R 0 

Vi = 1,.,i7 : S', = Qi-i = P,_i = P,- 


Done : (S 0 ,Si,.,S m ) = (P 0 ,Pi,...,P„ + i). 

D’ou I’unicite. 


Theoreme et definition 4-1-8 (Algorithme d Euclide): 

Soit (A,B) un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K. 

Si P ne divise pas ,4 et si (Po,Pi,.,P«) est la suite euclidienne de (A,B) alors P„ est 

un p.g.c.d 6eA et P. 


Demonstration : 

Montrons par recurrence sur n>2 que pour tout couple (A,B) de polynomes non nuls a 

coefficients dans K, si P ne divise pas A et si (Po,Pi,.,P„) est la suite euclidienne 

de (A,B) de longueur /? alors R„ est un p.g.c.d de A et P. 

- Pour n = 2 : 

Soit (A,B) un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K tel que P ne soit pas 
un diviseur^ et tel que ( P 0 ,Pi,P 2 ) soit la suite euclidienne de (A,B) de longueur 2. 

P 2 est un p.g.c.d de Pi etP 2 (carP 2 est un diviseur de Pi). 

Puisque P 2 est un p.g.c.d de Pi et P 2 et puisque P 2 est le reste de la division 
euclidienne de P 0 = A par Pi = P alors P 2 est un p.g.c.d tie P 0 = A et Pi = P. 

DoncP,, = P 2 est un p.g.c.d tie A et P. 
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- Pour n - 1 : 

Supposons que si (A,B) est un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K 

tel que B ne soit pas un diviseur.4 et que (Ro,R 1 ,. ,R„- 1 ) est la suite euclidienne 

de (A,B) de longueur n- 1 aiors R n -\ est un p.g.c.d de A et B. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors si (A,B) est un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K 

tel que B ne soit pas un diviseur.4 et tel que (R 0 ,R i, . ,R n ) soit la suite euclidienne 

de ( A,B ) de longueur n aiors R n est un p.g.c.d tie A et B. 

Soit ( A,B ) un couple de polynomes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas 
un diviseur^ et tel que (R 0 ,R\,....,R n ) soit la suite euclidienne de ( A,B) de longueur n. 
Posons : C = R 2 et Vz = 0, 1, . ,n - 1 : S ; = R i+ 1 . On a aiors : 

* So = Ri et S\ = R 2 = C. 

* Vz = 2,. ,n — 1 : St = R i+ \ est le reste de la division euclidienne de 

Si -2 = Ri- i par Sf-i = Ri. 

* S„- 1 = est un diviseur de S„_ 2 = 

Par suite (So,Si,.,S„_i) est la suite euclidienne de (5,C) de longueur n - 1. 

Ce qui prouve, d’apres I’hypotese de recurrence que S„_i = est un p.g.c.d 
de B et C. 

Puisque R n est un p.g.c.d de B et C.et puisque C = R 2 est le reste de la division 
euclidienne de R 0 = A par R x = B aiors (d’apres la propriety 3-4-2-6)) R„ est un 

p.g.c.d tie A et B. 

Exemple 4-1-8 : 

Dans R[X], Soient A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 +X- 1 et B = 4X 4 + 4X 3 + 5^ - 2X- 1 

Ro = A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 -5X 2 +X-1 Ri = B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X- 1 
i? 2 = 4X 3 +4X 2 +X-2 Qo = 2X— 1 

=S = 4X 4 + 4X 3 + 5^ - 2X-1 = 4X 3 + 4X 2 +X-2 

R 3 =4X 2 -\ Qi=X 

r 2 = 4X 3 +4X 2 +X-2 R 3 =4X 2 -1 
R 4 = XX- 1 Q 2 = X + 1 

r 3 = 4X 2 - 1 i? 4 - 2X- 1 

0 Q 3 = 2X+ 1 

Done (i? 0 ,i?i,i? 3 ,i? 4 ) est la suite euclidienne de A et B telle que : 

Ro = A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 -5X 2 +X-\ 

Ri = B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - XX- 1 
< R 2 = 4X 3 +4X 2 +X-2 
= 4X 2 — 1 
i? 4 = 2X- 1 

Aiors R 4 = XX— 1 est un p.g.c.d de A et B. 
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Theoreme et definition 4-1-9 (Algorithme d Euclide): 

Soient^4 et B deux polynomes non nuls a coefficients dans K. 

Si B ne divise pas^ , (Ro,R\, . ,R„) est la suite euclidienne de (A,B) 

et si Qo,Qi, . ,Q„-2 sont les quotients des divisions euclidiennes 

respectivement des polynomes R 0 ,Ri, . ,R n -2 parR u R 2 , . ,R n -1 

alors il existe d’une fagon unique des polynomes : 

U = Uo,Uu . ,U„-2, V = Vo, V\, . ,V„-2 qui verifient les 4 proprietes suivantes : 

j) U n -2 = 1 

ii) V n -2 = ~Qn-2 

iii) \/k = 0,1,. ,n- 2 : UkRk + VkRk+i = R n 

U k = Vk+i 

Vk = Uk+\ - Vk+iQk 


iv) Si n > 3 alors : \/k = 0,1, 


., n - 3 : 


On a aussi la propriety suivante : \/k = 0,1,. 


, n - 2 : 


d °Uk < d °R k+ 1 
d °Vk <d°R k 


r 


En particulier on a la propriety suivante : < 


V 


UA+VB = R 

d°U<d°B 

d°V<d°A 


La recherche des deux polynomes U et V est appelee" la recherche des deux 
polynomes U,V e K[X] tels que : UA + V = R n en utilisant I’Algorithme d’Euclide". 
Pratiquement pour chercher les des deux polynomes U et V : 

On effectue les les divisions suivantes : 


Ro=A 

oq 

II 

e? 

1 ii 

R2 

Rn-2 

Rn- 1 

Rn- 1 

Rn 

r 2 

Qo 

Rs 

01 

Rn 

Qn-2 

0 

Qn- 1 


S' 




On a done : < 


V 


A - QoB = R 2 
B - Q\R 2 = R 3 

Rn—3 Qn-lRn-2 = Rn— 1 
R?i—2 Qn—lRn—\ Rn 


A = QoB + R 2 
B = Q\R 2 + Rs 

. « < 

Rn—3 = Q n-3R n-2 ~t“ Rn— 1 
Rn—2 Qn zRn 1 + Rn 

On pose U n -2 = 1 et V n -2 = -Qn -2 ■ On a done : U n - 2 R n - 2 + V n - 2 R n -i = R„ 

Puis on remplace dans cette equation le polynome R n -1 par sa valeur i ?„_ 3 - Q„- 3 R n -2 
On obtient. U n - 2 Rn -2 + V n ~ 2 Rn-i = Rn U n ~ 2 Rn -2 + V n - 2 (R n -3 — Q «— 3 Rn- 2 ) = Rn 

Vn 2 R}! 2 + V n 2Rn 3 V n 2 Qn 3 Rn 2 Rn 
V n — 2 Rn—3 Vn 2Rn 2 V n — 2 Qn—3Rn—2 Rn 
V n 2 R„ 3 + ( Vn 2 f // 2 Qn 3 )Rn 2 Rn- 

On pose : U n - 3 = V n - 2 et V„- 3 = U„- 2 - V n - 2 Q n - 3 - 

Sin = 3 alors : U = U 0 = V i et V = V 0 = U\ - V x Qo - 

Si n > 4 on remplace dans I’equation U n - 3 R n - 3 + V n - 3 R„- 2 = R„ le polynome R n - 2 
par sa valeur R n - 4 - Q„- 4 R n - 3 ■ On obtient: 

V n 3 Rn 3 V n- 3 Rn—2 Rn U n — 3 R n — 3 + V n - 3 (Rn-4 Qn 1 Rn 3 ) R n 

^ Vn xRii 3 + Vn- 3 Rn-4 Vn 3 Qa \Rn 3 = Rn 
I ’n 3 R„ ,] + Un ; R„ 3 V n 3 Qh \Rn 3 — Rn 
Vn— 3 Rn—4 + ( Vn 3 Vn —3 Qn—4 ^Rn —3 = Rn 
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On pose : U n - 4 = V„- 3 et V n - 4 = U n - 3 - V n - 3 Q n - 4 ■ 

Et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on trouve les polynomes U = U 0 e t V = V 0 . 


Exemple 4-1-10 : 

Dans M[X] soient A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 + X- 1 et B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 
Done (R 0 ,Ri,R 3 ,R 4 ) est ia suite euclidienne de ( A,B ) telle que : 

R 0 = A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 +X- 1 
R 1 = b = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X— 1 


< R 2 = 4X 3 + 4X 2 +X-2 


R 3 = 4X 2 - 1 


2X— 1 . 


^ R 4 = 2X— 1 

On a vu aussi d’apres les divisions euclidiennes que : 

Qo = 2X- 1 , Q\ = X et Q 2 = X+ 1 . On a alors : 


r 

< 




A = (2X- 1 )B + 4X 3 + 4X 2 +X-2 

B = X(4X 3 + 4X 2 +X- 2) + 4X 2 - 1 

4X 3 + 4X 2 +X- 2 = (X+ 1)(4X 2 - 1) + 2X— 1 


r 




v 


A - (2X- 1 )B = 4X 3 + 4X 2 +X-2 

B-X(4X 3 + 4X 2 +X- 2) = 4X 2 - 1 

4X 3 + 4X 2 +X-2- {X+ 1)(4X 2 - 1) = 2X— 1 


On a alors : 


4X 3 + 4X 2 +X-2 - (X+ \)[B-X{4X 3 +4X 2 +X- 2)] = 2X- 1 

4X 3 +4X 2 +X-2- (X+ 1 )B + (X 1 +X)(4X 3 + 4X 2 +X- 2) = 2X- 

{X 2 + X+ 1)(4X 3 + 4X 2 + X- 2) - (X + \ )B = 2X- 1 

(X 2 +X+ 1 )|A - (2X- 1 )B] - (X+ 1 )B = 2X— 1 

(X 2 +X+ 1 )A - (2X 3 +X 2 +X- 1 )B = 2X— 1 

(X 2 +X+ 1)A-(2X 3 +X 2 + 2X)B = 2X— 1 = R 4 . 

Alors : U = X 2 +X+ 1 et V = -(2X 3 +X 2 + 2X) 


r 


On a done : 




UA+VB = 2X- 1 = R 4 
d °U = 2 < 4 = d °B 
d°V = 3 < 5 = d°A 


1 


Proposition et definition 4-1-11 : 

Soient^ et B deux polynomes a coefficients dans Xet D un p.g.c.d quelconque de A 
et B. 

- Si D * 0 (e’est a dire si A * 0 ou B * 0) : 

Alors AeiB possedent un p.g.c.d unitaire et un seul note A A B appele le p.g.c.d 
de A et B. 

Si a est le coefficient dominant de D alors : A A B = -i-D. 

- Si D = 0 (e’est a dire si A = B = 0) : 

Alors 0 est le seul p.g.c.d de 0 et 0 appele le p.g.c.d de 0 et 0 et on note 0 A 0 = 0. 
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En effet: 

- Si D * o (c’est a dire si A * 0 ou B * 0) : 

Soit a le coefficient dominant de D. 

Puisque -i-Z) est le seul polynome unitaire de K[X] associe a D alors -i -D est un 
p.g.c.d unitaire tie A et B, et c’est le seul p.g.c.d unitaire de^4 et B. 

- Si D = 0 (c’est a dire si A = B = 0) : 

Puisque 0 est le seul polynome de K[X\ associe a iui meme alors 0 est le seul p.g.c.d 
de 0 et 0. 

Exemple 4-1-12 : 

Dans R[X] soient A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 + X- 1 et B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X- 1 . 

On a vu que 2X- 1 est un p.g.c.d de,4 et B . Done : A AB = y(2X- 1) = X- y. 

Remarque 4-1-13 : 

Si A et B sont des polynomes a coefficients complexes alors : A aB = A aB . 

En effet: 

* Si A A B = 0 : 

Alors A = B = 0 et par suite on a 

A AB = 0 AO = 0 AO = 0 = 0 

* Si A A B ± 0 : 

Alors 

A A B est un p.g.c.d tie A et B 
A A B est unitaire 


= 0 A 0 =AAB. 


A aB est un p.g.c.d tie AeiB 


A A B est unitaire 


=> A AB = AAB . 


Definition 4-1-14 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si A A B = 1 on dit que "A est premier a B u ou "A et B sont premiers entre eux". 

Remarque 4-1-15 : 

Soient ,4 et B deux polynomes a coefficients dans K. Les proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

i) A et B sont premiers entre eux. 

ii) 1 est un p.g.c.d tie A.eiB. 

iii) il existe un element non nul a de K tel que a soit un p.g.c.d tie A.e t B. 

iv) les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non nules de K. 

En effet: 

★ Si A et B sont premiers entre eux : 

Alors A AB = 1 et par suite 1 est un p.g.c.d tie Xet B. Done "i) => ii)" est vraie. 

* Si 1 est un p.g.c.d de A.et B 

II suffit de prendre a = 1. Alors a = 1 est un element non nul de K et a est un 
p.g.c.d tie A.eiB. 

Done "ii) => iii)" est vraie. 
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★ Supposons qu’il existe un element non nul a de K tel que a soit un p.g.c.d de 
A.et B : 

Soit D un diviseur quelconque commun de A et B. 


{ 


D\A 

D\B 


=> D\a (car a est un p.g.c.d de A.et B) 


D * 0 

d°D <d°a = 0 


=> d°D = 0. 


Done D est une constante non nule de K. 

On a prouver que les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non nules 
de K. 

Ce qui montre que "iii) => iv)" est vraie. 

★ Supposons que les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non 
nules de K : 

A A B est un diviseurs communs aAeiB. Done :Af\BeK*. 

Puisque A /\B e K* et puisque A A B est unitaire alors A [\B = 1. 

Done "iv) => i)" est vraie. 

Ce qui montre que les proprietes i), ii), iii) et iv) sont equivalentes. 


4-2-ldentite de Bezout et ses applications : 

Theoreme 4-2-1 (Identite de Bezout) : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Pour que A et B soient premiers entre eux il faut et il sffit qu’il existe deux polynomes 
Ue t Fa coefficients dans K tels que \ UA + VB = 1. 

C’est a dire :AAB = l «• 3U,V e K[X] tq : UA + VB = 1. 


En effet: 

A A B = 1 «• A • K[X] + B • K[X] = K[X] <=> 1 e [A • K[X\ + B • K[X\\ 
<=>3U,Ve K[X\ tq : UA+VB = 1. 


Corollaire 4-2-2 : 

Si a,b e K et si a ± b alors X-a etX-b sont premiers entre eux . 

C’est a dire \\/a,beK : a * b ^ (X- a) A {X- b) = 1. 

En effet: 

\/a,b £ K tq : a ± b : on a : 

(X-a) - (X-b) = X- a-X+b = b - a. Par suite on a : 

shM- a) - (x ~ »] - i ^ TT^ (X - a) ^ (x - b) ~ i 

=> (X-a) + -L-riX-b) = 1. 

b - a a - b 

Done X-aeiX-b sont premiers entre eux. C’est a dire : (X- a) A (X- b) = 1. 
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Corollaire 4-2-3 : 

Soient A, B et D des polynomes a coefficients dans K. 

Pour que D soit un p.g.c.d de A.e t B il faut et il suffit qu’il existe deux polynomes 

f A = A 0 D 


A o et Bo a coefficients dans K tels que : < B = BoD 


Ao A Bo — 1 

Si en particulier D ± 0 (c’est a dire si A ± 0 ou B ± 0) les deux polynomes A 0 ,B 0 
existent d’une fagon unique et dans ce cas A 0 et B 0 sont les quotients de la division 
euclidienne des polynomes A et B par D. 


Demonstration : 

=>) Si D est un p.g.c.d de A.et B : 
- Si D = 0 : 


Alors A = B = 0. II suffit de prendre A 0 = Bo = 1 et on a : 

i = 0 = 1 x0 = AqD 
< B = 0=1x0 = B 0 D . 

Ao /\Bo = 1 A 1 = 1 

Si D * 0 : 


{ 


D\A 

D\B 


=> 3A Q ,Bo e K[X\ 


tq : 


A = AoD 
B = BoD 


Puisque D est un p.g.c.d de ^.et B alors il existe deux polynomes (7 et Fa 
coefficients dans K tels que : UA + VB = D. 

Par suite on a : UA 0 D + VB 0 D = D => (UA 0 + VB 0 )D = D => UA 0 + VB 0 = 1. 

D’apres I’identite de Bezout, A 0 et B 0 sont premiers entre eux. 

f A = A 0 D 


On a done : B = B 0 D 


Ao A Bo — 1 


<= ) S il existe deux polynomes A 0 et B 0 a coefficients dans K premiers entre eux 
tels que A = A 0 D et B = B 0 : 

* Puisque A = A 0 D et B = B 0 D alors D est un diviseur commun de A et B. 

■k Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. 

II existe alors deux polynomes P et Q dans K[X] tels que : A = PA et B = QA. 

Ao AB 0 = 1 => 3U, V e K[X] tq : UA 0 + VB 0 = 1. 

On a done : (UA 0 + VB 0 )D = D => UA 0 D + VB 0 D =D => UA+VB = D 


Ce qui montre que 

Dans ce cas : 


=> UP A + VQA = D => (UP + VQ) A = D 
=> A\D. 

D est un p.g.c.d de A.et B. 


f A=A 0 D 
\ B = BoD 


\ A 0 est le quotient de la division euclidienne A par D 
] Bo est le quotient de la division euclidienne B par D 
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4-3-ldentite de Gauss et ses applications : 

Theoreme 4-3-1 (Identite de Gauss): 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si A ± 0 alors A et B sont premiers entre eux si seulement si on a propriety suivante : 

VC e K[X] : A\(BC ) => A\C 
C’est a dire : MA,B e K[X] : si A ± 0 alors : 

A AB = 1 <=> [VC e K[X] : A\(BC) => A\C ]. 


Demonstration : 

=>) Si A et B sont premiers entre eux : 

Soit C un polynome a coefficients dans K tel que A soit un diviseur de BC. 

II existe alors un polynome Q a coefficients dans K tel que BC = AQ. 

Puisque A et B sont premiers entre eux, il existe deux polynomes Ue t Fa 
coefficients dans K tels que : UA+VB = 1. 

Par suite on a : 

(UA + VB)C = C => UAC+ VBC = C => UAC + VAQ = C => A{UC + VQ) = C. 

Ce qui montre que A est un diviseur de C. 

<= ) Si on a : VC e K[X]: A|(BC)=> A|C : 

Soit D un diviseur commun de A et B. 

II existe alors il existe alors deux polynomes A 0 et B 0 a coefficients dans K tels que 

f A = A 0 D , . 

■i . Done Ao est un diviseur deA. 

[B = B 0 D 

BAo = BoDAo = BqA A\Ao 

Ce qui prouve que ,4 et^ 0 sont associes et par suite il existe a e K* tel que^ = aA 
Par suite on a : aA 0 = A 0 D. 

( A± 0 

< => Ao ± 0. Done : D = a e K*. 

[A 0 ~A 

Ce qui montre que A et B sont premiers entre eux. 


Corollaire 4-3-2 : 

Soient A, B et C des polynomes a coefficients dans K. 

Si A et B sont pemiers a C alors le produit A est premier a BC. 

f AAB = 1 

Cestadire:<^ =>^4Ai?C=l. 

[4AC=1 


Demonstration : 

Supposons que A est pemiers a B et C. 
- Si A = 0 : 


f B ~ 0 AB = A AB 
1 C-0AC-4AC 


1 

^ B,C £ K* ^ A ABC = \. 

1 
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- Si A * 0 : 

Soit D un polynome a coefficients dans K tel que A soit un diviseur de ( BC)D. 
Alors A est un diviseur de B(CD). 

f A± 0 


< AAB = 1 => A\CD => A\D (car A * o et^ A C = 1). 


A\B(CD) 


Done A est premier a BC. 


Corollaire 4-3-3 : 


Soient^4,5i,5 2 ,. ,B„ des polynomes a coefficients dans K. 

Si A est premier a chacun des polynomes B U B 2 , . ,B n alors A est premier au produit 

B \B 2 . B n . 


C’est a dire : [\/k = 1,2,. ,n : A AB k = 1] => A A ( B\B 2 . B„) = 1. 

f AABi = \ 


C’est a dire encore : < 


aab 2 = i 


=> A A C B\B 2 


B n ) = 1. 


^ A AB n = 1 


Demonstration : 

Montrons par recurrence sur n e N* que si A,B U B 2 , . ,B n e K[X\ et si A est premier a 

n 

chacun des polynomes B u . ,B„ alors A est premier a f~[ B k . 

k= 1 


- Pour n = 1 : 


1 n 

Si A,B\ e K[X] et si A est premier aB\ alors A est premier a B\ = n = n B t . 

k= 1 k= 1 


- Pour n - 1 : 


Supposons que si A,B\,B 2 , . ,B n -1 e K[X\ et si A est premier a chacun des 

n— 1 

polynomes B u . ,B n - 1 alors A est premier a n Bk- 

k= 1 


- Pour n : 

Montrons qu’alors si A,B U B 2 , . ,B„ e K[X\ et si A est premier a chacun des 

n 

polynomes B u . ,B„ alors A est premier a n B k . 

k= 1 

Soient A,B U B 2 , . ,B n e K[X\ tels que A soit premier a chacun des polynomes 

B\, . ,B n . 

Puisque A est premier a chacun des polynomes B u . ,B n - 1 alors, d’apres 

n— 1 

I’hypothese, A est premier a n B k . 

k= i 

n f n— 1 \ n -1 

Done ,4 est premier a Y\ Bk = I n B k ) B„ (car^ est premier a Y\ B k et a B n ). 

k= l \k= 1 J k= l 
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Corollaire 4-3-4 : 

Soient ^ 1 ,^ 2 ,. ,A n ,B\,B 2 , . ,B m des polynomes a coefficients dans K. 

Si chacun des polynomes Ai,A 2 , . ,A n est premier a chacun des polynomes 

B i ,B 2 , . ,B m alors le produit^i^ 2 . A n est premier au produit B\B 2 . B m . 

Demonstration : 

On suppose que chacun des polynomes A U A 2 , . ,A„ est premier a chacun des 

polynomes B U B 2 , . ,B m . 

Alors (d’apres le corollaire 4-3-3) chacun des polynomes A i,A 2 , . ,A n est premier au 

produit B\B 2 . B m . 

Puisque le produit B\B 2 . B m est premier a chacun des polynomes A\,A 2 , . ,A n 

alors (d’apres le corollaire 4-3-3) le produit B\B 2 . B m est premier au produit A\A 2 ...A n . 

Ce qui montre que le produit ^i^4 2 . A„ est premier au produit B\B 2 . B m . 

Corollaire 4-3-5 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

Si A et B sont pemiers entre eux alors : \/n,m e N : A" A B m = 1. 

C’est a dire \A/\B= 1 => [’ Mn,m £ N : A n A B m = 1], 

Demonstration : 

Supposons que A et B sont pemiers entre eux et soient n,m deux entiers naturels 
quelconques. 

- Si n = 0 : 

Alors : A n A B m = A 0 A B m = 1 A B m = 1. 

- Si m = 0 : 

Alors : A n A B m = A' 1 A B° = A" A 1 = 1. 

- Si n * 0 et si m =£ 0 : 

Posons A i = A 2 = .= A n = A et B , = B 2 =.= B m = B. 

Puisque ,4 eti? sont pemiers entre eux alors chacun des polynomes A u A 2 ,....,A n 

est premier a chacun des polynomes B U B 2 , . ,B m . 

Ce qui montre (d’apres le corollaire 4-3-4) que : 

.■A—rn^ArnO- 1 . 

Corollaire 4-3-6 : 

Si a,b g K et s\ a ± b alors : Mn,m £ N : ( X-a)" A {X-b)' n = 1. 

Demonstration : 

Soient a et b deux elements distincts de K. 

Puisque (d’apres le corollaire 4-2-2) X- a et X- b sont premiers entre eux alors, 
d’apres 4-3-5 on a : Mn,m el : (X- a)" A (X- b)' n = 1. 

Corollaire 4-3-7 : 

Soient A,P,Q des polynomes a coefficients dans K. 

Si P et Q sont des diviseurs de A et si P et Q sont pemiers entre eux alors le produit 
PQ est un diviseur de A. 
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Demonstration : 

Supposons que P et Q sont des diviseurs de A et que P et Q sont pemiers entre eux. 
- Si A = 0 : 


Alors le produit PQ est un diviseur de 0 = A. 

- Si A * 0 : 

Alors P et <2 sont non nuls (car P et Q sont des diviseurs de A). 

II existe un polynome A i a coefficients dans K tels que : A = PA\. 

f Q* o 


< Q/\P= i =5> Q\A X (d’apres 1’identite de Gauss). 


Q\PAi 


Done il existe un polynome A 2 a coefficients dans K tels que ■Ax = QA 2 . 
Par suite A = PQA 2 . Ce qui montre que PQ est un diviseur de A. 


Coroilaire 4-3-8 : 

Soient^,Pi,P 2 ,. ,P„ des polynomes a coefficients dans K. 

Si P\,P 2 , . ,P„ sont des diviseurs de A et si Px,P 2 , . ,P„ sont pemiers entre eux 

deux a deux alors le produit P\P 2 . P n est un diviseur de A. 


Demonstration : 

Montrons par recurrence sum > 2 que s\A,Px,P 2 , . ,P„ e K[X\, si P\,P 2 ,....,P n 

sont des diviseurs de A et si P\,P 2 , . ,P„ sont pemiers entre eux deux a deux alors 

le produit P\P 2 . P n est un diviseur de A. 

- Pour n = 2 : 

Soient^,Pi,P 2 e K[X\ tels que Px,P 2 sont des diviseurs de A et tels Px,P 2 sont pemiers 
entre eux alors (d’apres le coroilaire 4-3-7) le produit P\P 2 est un diviseur de A. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si A,P X ,P 2 , . ,P „-i <= K[X], si Px,P 2 ,....,P n -i sont des diviseurs de A 

et si Px,P 2 , . ,P „-1 sont pemiers entre eux deux a deux alors le produit P\P 2 . P n -\ 

est un diviseur de A. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors s\A,Px,P 2 , . ,P n e K[X], si Px,P 2 ,....,P„ sont des diviseurs tie A 

et si Px,P 2 , . ,P n sont pemiers entre eux deux a deux alors le produit P\P 2 . P n est 

un diviseur de A. 

So\eutA,Px,P 2 , . ,P„ e K[X] tels que P\,P 2 ,....,P n soient des diviseurs de A et 

tels que P\,P 2 , . ,P n soient pemiers entre eux deux a deux. 

Puisque P\,P 2 ,■■■■ ,P „-1 sont des diviseurs de A et puisque P\,P 2 , . ,P n ~x sont 

pemiers entre eux deux a deux alors (d’apres I’hypothese de recurrence) le produit 
P\P 2 . P n -1 est un diviseur de A. 

D’apres le coroilaire 4-3-3, P n est premier au produit P\P 2 . P n -\ (carP„ est premier 

a chacun des polynomes Px,P 2 ,....,P n -\)- 

Par suite (d’apres le coroilaire 4-3-7) le produit P\P 2 . P„ = {P\P 2 . P n -\ )P„ est un 

diviseur de A (car P\P 2 . P n -x et P n sont des diviseurs de A premiers entre eux). 

Coroilaire 4-3-9 : 

Soit^f un polynome a coefficients dans K. 

Si ax,a 2 , . ,a„ sont des racines distintes tie A alors (X- ax)(X- a 2 ) . (X-a„) 

est un diviseur de A. 
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Demonstration : 

Supposons:que a\,a 2 , . ,a„ sont des racines distintes de A. 

AlorsX- a\,X- a 2 , . ,X-a„ sont des diviseurs de A premiers entre eux. 

Done (d’apres le corollaire 4-3-8), le produit (X-ai)(X-a 2 ). (X-a„) 

est un diviseur de A. 


Corollaire 4-3-10 : 

Soit^t un poiynome non nul a coefficients dans K. 

Le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A 
alors : r < d 0 A. 


Demonstration : 

Posons d °(A) = n,A * 0 => « e N. 

Supposons que A admet au moins n + 1 racines a i, ., a n +\ e K. 

n +1 


Alors (d’apres le corollaire 4-3-9) Y {X-au) 

k= 


est un diviseur de A. 


Par suite on a : n + 1 = d 


n +1 


H(x- ak ) 


j <=i 


< d °(A) = n. Ce qui est absurde. 


Done le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A 


alors r < d °(A) = n. 


Corollaire 4-3-11 : 

Soient.4 un poiynome a coefficients dans K , a\,ai, . ,a„ e K. distintes deux a deux et 

k\,k, 2 , . ,k n e N des entiers naturels . 

Si (X- a\) kl ,(X- a 2 ) k \ . ,(X-a„) A " sont des diviseurs tie A alors le produit 

(X - a\) kx (X- a 2 ) kl . (X- a„) kn est un diviseur tie A. 

Demonstration : 

Supposons que (X- a\) k \{X- a 2 ) kl , . ,(X-a„) kn sont des diviseurs tie A. 

Puisque (d’apres le corollaire 4-2-2) X- a\,X- a 2 , . ,X-a„ sont premiers entre 

eux deux a deux alors (d’apres le corollaire 4-3-6) (X-ai) kl ,(X- a 2 ) kl , ., (X- a n ) kn 

sont premiers entre eux deux a deux. 

Ce qui montre (d’apres le corollaire 4-3-8) que le produit (X- ai) kl (X- a 2 ) kl .... (X- a n ) kn 

est un diviseur tie A (car (X- a\) kl ,(X- a 2 ) kl , . ,{X-a„) kn sont des diviseurs de^l 

premiers entre eux deux a deux). 


4-4 -p.p.c.m de deux polynomes : 


Definition 4-4-1 : 

Soient^f, B et Mdes polynomes a coefficients dans K. 

On dit que M est un p.p. c. m de A et B si on a les deux proprietes suivantes : 


i) M est un multiple commun de A et B . C’est a dire 


A\M 

B\M 


ii) Tous les multiples communs de A et B sont des multiples de M. 
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C’est a dire \/N e K[X] : 


A\N 

B\N 


M\N. 


Proprietes 4-4-2 : 

Soient^,^ des polynomes a coefficients dans K. 

1) Pour qu’un polynome M e K[X] soit un p.p.c.m de A et B ii faut et il suffit que : 

A • K[X] fl B • K[X\ = M • K[X\. 

2) A et B possedent au moins un p.p.c.m. 

3) Si M est un p.p. c. m de A et B alors les p.p. c. m de A et B sont les assies de M. 

C’est a dire si Mest un p.p.c.m tieAeiB alors pour tout polynome N e K[X], 

[N est un p.p.c.m de A et B~\ <=> N ~ M. 

4) Si K = C et si M est un p.p. c. m de A et B alors M est un p.p. c. m de A et B. 

5) A est un p.p.c.m de A et B si seulement si B\A. 

6) 0 est un p.p. c. m de A et 0. 

7) 0 est un p.p. c. m de A et B si seulement si A = 0 ou B = 0 
et dans ce cas 0 est le seul p.p. c. m de A et B. 

8) Si A = 0 ou B = 0 alors 0 est le seul p.p.c.m de A et B. 

9) Va e K* : A est un p.p.c.m de A et a. 

Demonstration : 

1) Soit M un polynome a coefficients dans K. 

=> ) Si M est un p.p.c.m de A et B : 

★ Puisque Mest un p.p.c.m tieAeiB alors Mest un multiple commun de^ et B, 

f M • K[X] a A • K\X] 

done : < LJ LJ => M • K[X\ a (A • K\X\ fl B • K[X ]). 

[ M • K[X\ cz B • K[X\ 

★ Puisque K est un corps commutatif alors (d’apres le theoreme 3-5-3), K[X] 

est un anneau principale, et par suited • K[X\ n B • K[X] est un ideal principal 

de K[X\. Done il existe N e K[X] tel que : A • K[X] n B • K[X] = N • K[X\. 

Alors (d’apres la propriety 3-4-2-5)-b)), N est un multiple commun de A et B. 

Done N est un multiple de M (car M est un p.p. c. m de A et B). 

Par consequent: A • K[X] n B • K[X] = N • K[X] cz M • K[X\. 

Ce qui montre que A • K[X] n B • K[X] = M • K[X\. 

<= ) Si on a : A • K[X] n B • K[X] = M • K[X] : 

* Puisque M • K[X] cz M • K[X] = A • K[X] n B • K[X], alors (d’apres la propriety 
3-4-2-5)-b)) M est un multiple commun de A et B. 

* Soit N un multiple commun quelconque de A et B. 

D’alpres la propriety 3-4-2-5)-b), N • K[X] cz A • K[X] n B • K[X] = M • K[X]. 

Par suite N est un multiple de M. 

Done M est un p.p. c. m de A et B. 

Ce qui montre que M est un p.p. c. m de A et B si seulement si. 

A • K[X] n B • K[X] = M • K[X\. 

2) Puisque A • K[X\ n B • K[X\ est un ideal principal de K[X\ alors il existe un polynome 

M g K[X\ tel que : A • K[X\ n B • K[X\ = M • K[X\. 

Done M est un p.p. c.m de A et B. 
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3) SoitMest un p.p.c.m d e A et B, et soit TV un polynome quelconque a coefficients 
dans K 

Puisque M est un p.p. c.m tieAeiB alors (d’apres 1)) on a : 

A • K[X\ n B • K[X] = M . K[X]. 

[TV est un p.p.c.m de A et B~\ « A • K[X] n B • K[X] = TV • K[X\ (d’apres 1)) 

«• TV • K[X] = M • K[X] 

<=> TV ~ M. 


Done ies p.p. c. m de A et B sont les assies de M. 

4) Supposons que K = C et soit M un p.p. c. m de A et B. 

* Puisque M est un multiple commun tie AeiB alors (d’apres la propriety 3-4-2-1)) 
M est aussi un multiple commun de A et B. 

* Soit TV un multiple commun quelconque de A et B. 

Alors (d’apres la propriete 3-4-2-1)) N est un multiple commun de A = A et B = B. 
Par suite N est un multiple de M (car M est un p.p.c.m de A et B). 

D’apres la propriete 3-4-2-1)) on a done TV = TV est un multiple de M. 

Ce qui montre que M est un p.p.c.m de A et B . 

5) [A est un p.p.c.m de A et B] «• A • K[X] n B • K[X\ = A • K[X\ «• A • K[X\ c B • K[X\ 


<=> B\A. 

6) Puisque 0 est un multiple de A alors (d’apres 5)) 0 est un p.p.c.m de 0 et A. 

7) =>) Si 0 est un p.p.c.m de A et B : 


f A\(AB) 
\ B\{AB) 


0\{AB) (carOestun p.p.c.m de A et B) 
=> [A = 0 ou5 = 0], 


AB = 0 


^=)SiA = 0 ou B = 0: 

On a : A • K[X\ n B • K[X\ = {0} = 0 • K[X\. 

Ce qui montre que 0 est un p.p. c. m tieAeiB si seulement si A = 0 ou B = 0. 

8) Supposons que A = 0 ou B = 0. 

D’apres 7), 0 est un p.p.c.m de A et B. 

Puisque 0 est le seul associe 0 alors 0 est le seul p.p.c.m de^l et B. 

9) Va e r : o est un diviseur de A, done d’apres 5) A est un p.p.c.m de A et a. 


Theoreme 4-4-3 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans AT et D un p.g.c.d tie A et B. 

Si A o et Bo sont deux polynomes a coefficients dans K tels que : 

^ A = A 0 D 
< B — BqD 

Ao A Bo = 1 

v 

Alors AB o = A 0 B est un p.p.c.m de A et B. 

Si en particulier D ± 0 (e’est a dire si A ± 0 ou B * 0) et si M est le quotient de la 
division euclidienne de AB par D alors M = ABo = A 0 B est un p.p. c. m de A et B. 

Recherche : 

Soient A,B e K[X] deux polynomes a coefficients dans K. 

- Si A = 0 ou B = 0 : 

Alors : 0 est un p.p. c. m de A et B et e’est le seul p.p. c. m de A et B 
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- Si A * 0 et B * 0 : 

On cherche d’abord un p.g.c.d, DtieAeiB puis on peut utiliser I’une des trois 
methodes suivantes : 

* 1 — m ethode : 

B 

On effectue la division euclidienne de B par D . 

0 

Si Bo est le quotient de la division euclidienne de B par D alors le produit AB 0 est un 
p.p.c.m de A et B . 

* 2^ methode : 

On effectue la division euclidienne de^ par!). 

Si A o est le quotient de la division euclidienne de A par D alors le produit A 0 B le 
A 0 B est un p.p. c. m de A et B. 

* 3^ methode : 

On calcul le produit AB puit on effectue la division euclidienne de AB par D. 

AB D _ 

0 M 

Alors le quotient M de la division euclidienne de AB par D est un p.p. c. m de A et B. 


Demonstration : 

• ABo = ( AoDBq ) = Ao{DBo ) = AoB. 

• - Si B = 0 : 

Alors AB o = A 0 B = 0 est un p.p. c. m de A et B. 

- Si B * 0 : 

• B — BoD =£ 0 => [i?o =£ 0 et D =£ 0 J. 

• ABo = AoB est un multiple commun de A.e t B. 

• Soit M un multiple commun de A et B. 

Alors il existe deux polynomes P,Q e K[X\ tels que : M = AP = BQ. 

BoQD = BoDQ = BQ = M = AP = AoDP = A 0 PD => BoQ = A 0 P => B 0 jA 0 P. 

B o*0 

Bo AAq = 1 Bq\P => 35 e ZT[X] tq : P — BoS. 

Bo\AqP 

Done : M = AB 0 S => AB 0 \M. 

Ce qui montre que ABo = A 0 B est un p.p. c. m de A et B. 

Exemple 4-4-4 : 

Dans R[X\ soient A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 + X- 1 et B = 4X 4 + 4X 3 + 5^ - 2X- 1. 

On a vu que D = 2X- 1 est un p.g.c.d D de A et B . 

• 1!®f? methode : 

B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X- 1 D = 2X- 1 

0 Bo = 2X 3 + 3X 2 + 4X+ 1 
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AB o = (8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5JT 2 +X- 1)(2X 3 + 3X 2 + 4X+ 1) 

= 16X 8 + 32X 1 + 64X 6 + 44X 5 + 31X 4 - 9X 3 - 4X 2 - 3X- 1 

est un p.p.c.m de A et B . 

* 2}™t methode : 

A = 8X 5 +4X 4 + 10X 3 -5X 2 +X-\ D = 2X- 1 

0 A o = 4X 4 + 4X 3 +7X 2 +X+1 

A 0 B = (4X 4 + 4X 3 +7X 2 +X+ 1 )(4X 4 + 4X 3 + 5JA 2 - 2X- 1) 

= 16X 8 + 32X 7 + 64X 6 + 44X 5 + 31X 4 - 9X 3 - 4X 2 - 3X- 1 

est un p.p. c. m de A et B . 

* 3 [eme m ethode : 

AB = (8X 5 + 4X 4 + IOX 3 -5X 2 +X- 1)(4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X- 1) 

= 32Z 9 + 48X 8 + 96X 7 + 24X 6 + 18X 5 - 49X 4 +X 3 -2X 2 +X+ 1 

On effectue la division euclidienne d eAB par D = 2X- 1 on trouve que le reste est 
nul et que le quotient est: 

M= 16X 8 + 32X 7 + 64X 6 + 44X 5 + 3IX 4 - 9X 3 - 4X 2 - 3X- 1 est un p.p. c. m de A et B. 
On a done : AB 0 = A 0 B = M = 16X 8 + 32X 7 + 64X 6 + 44X 5 + 31X 4 - 9X 3 -4X 2 - 3X- 1. 


Proprietes 4-4-5 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K. 

1) Soit Mun polynome a coefficients dans K et soit D un p.g.c.d de A et B. 

a) Si M est un p.p. c. m de A et B alors MD est associe a AB. 

C’est a dire si Mest un p.p.c.m de A et B alors MD ~ AB. 

b) Si D ± 0 (c’est a dire si A ± 0 ou B ± 0) alors M est un p.p. c. m de A et B si 
seulement si MD est associe a AB. 

C’est a dire si A ± 0 ou si B ± 0 alors : Mest un p.p.c.m de A et B MD ~ AB. 

2) Si A et B sont premiers entre eux alors AB est un p.p. c. m de A et B. 

C’est a dire : A /\B = 1 => AB est un p.p.c.m de^l et B. 

3) Si A ± 0 et si B ± 0 alors AeiB sont premiers entre eux si seulement si AB est un 
p.p.c.m de A et B. 

C’est a dire si A ± 0 et si B ± 0 alors \A/\B= 1 <=> AB est un p.p.c.m de^4 et B. 


Demonstration : 


A = A 0 D 


1) Soient A 0 et B 0 deux polynomes a coefficients dans K tels que : < B = B 0 D 

Ao A Bo = 1 

V 


a) Supposons que Mest un p.p.c.m de A et B. 

Alors M et AB 0 sont associes (car M et AB 0 sont des p.p. c. m de A et B). 
Done il existe un element non a e K tel que : M = a(AB 0 ). 

Par suie : MD = a(AB 0 )D = aA(B 0 D ) = aAB => MD ~ AB. 

b) Supposons que D ± 0 (c’est a dire si A ± 0 ou B ± 0). 

=> ) Si M est un p.p.c.mdeAetB: 

Alors (d’apres a)) MD est associe a AB. 
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<= ) Si MD est associe a AB : 

Alors il existe un element non a e K tel que : MD = aAB. 

Done : MD = aAB 0 D => M = aABo (car D ± 0) => M ~ AB 0 . 

Ce qui montre que M est un p.p.c.m de A et B. 

2) Supposons que A et B sont premiers entre eux. 

AB(A A B) = AB 1 = AB ~ AB. Done (d’apres 1) a)) AB est un p.p. c. m de A et B. 

3) Supposons que A * o et B ± 0. 

=>) Si A et B sont premiers entre eux : 

Alors (d’apres 2)) AB est un p.p.c.m de A et B. 

<= ) Si AB est un p.p.c.mdeAetB: 

Alors (d’apres 1) a)): 

AB(A A B) ~ AB => [3a e K* tq : AB(A AB) = aAB~\ 

=> [3a e K* tq : i AS = a] => A AB £ K* 

=> A AB = 1 (car AAB est unitaire). 


Proposition et definition 4-4-6 : 

Soient A et B deux polynomes a coefficients dans X et M un p.p. c. m quelconque de A 
et B. 

- Si M ± 0 (e’est a dire si A * 0 et B * o) : 

Alors A et B possedent un p.p.c.m unitaire et un seul note ,4 MB appele le p.p.c.m de 
A et B. 

Si a est le coefficient dominant de M alors \AMB = -i-M 

- Si M = 0 (e’est a dire si A = 0 ou B = 0) : 

Alors 0 est le seul p.p. c. m de A et B appele le p.p. c. m de A et B et on note A V B = 0. 

En effet: 

- Si M ± 0 (e’est a dire si A * 0 et B * 0) : 

Soit a le coefficient dominant de M. 

Puisque |-Mest le seul polynome unitaire de K[X] associe a M alors |-Mest un 
p.p.c.m unitaire de A et B, et e’est le seul p.p.c.m unitaire de A et B. 

- Si M = 0 (e’est a dire si A = 0 ou B = 0) : 

Puisque 0 est le seul polynome de K[X\ associe a lui meme alors 0 est le seul p.p.c.m 
de A et B. 

Exemple 4-4-7 : 

Dans R[X\ soient A = 8X 5 + 4X 4 + 10X 3 - 5X 2 + X- 1 et B = 4X 4 + 4X 3 + 5X 2 - 2X- 1 
AVB = Jg-oex 8 + 32X 7 + 64X 6 + 44X 5 + 31X 4 - 9X 3 - 4X 2 - 3X- 1) 

= X 8 +2X 7 +4X 6 + ^-X 5 + Qx 4 - -^X 3 - i-X 2 - -rzX- it- 
4 16 16 4 16 16 


Remarque 4-4-8 : 

Si A et B sont deux polynomes a coefficients dans K alors :A\/B = AM B. 

En effet: 

★ Si A V B = 0 alors A = 0 ou B = 0 et par suite A = 0 ou B = 0 

A MB = 0 = AAB. 
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* Si A V B ± 0 alors : 


A V B est un p.p.c.m de A et B 
Ay B est unitaire 


A V B est un p.p. c.m tieAeiB 
A V B est unitaire 


=> A V B = Ay B . 


Proposition : 

Soient ,4 et B deux polynomes non nuls a coefficients dans K. 

Si a est le coefficient dominant de A et si b est le coefficient dominant de B alors : 

AB = ab(A y B)(A A B) 


En effet: 

Supposons que a est le coefficient dominant de A et si b est le coefficient dominant de B 
Puisque A V B est un p.p. c. m de A et B et puisque A A B est un p.g. c. d de A et B alors, 
d’apres la propriety 4-4-5-1) a), (A y B)(A A B ) est associe a AB. 

Done : 3a e K* tq : AB = a (A V B)(A A B). 

Puisque (A V B)(A A B ) est unitaire et puisque ab est le coefficient dominant de AB alors 

a = ab. 

Ce qui montre que : AB = ab(A V B)(A AB). 


4-5-Polyn6mes irreductibles : 


Definition 4-5-1 : 

Soient P un polynome a coefficients dans K. 

On dit que P est irreductible dans K[X\ ou P est irreductible si d °P > 1 et si les seuls 
diviseurs de P dans K[X\ sont les constantes non nulles de K et les associes de P 
dans K[X]. C’est a dire : 

f d°P> 1 

P est irreductible dans K\X] « <> 

| K[X] : Q\P ^[QgK* ou Q ~ P] 


Proprietes 4-5-2 : 

1) Tous les polynomes de degre 1 a coefficients dans K sont irreductibles dans K[X\ 
C’est a dire : VP e K[X] : d °P = 1 => P est irreductible dans K[X\. 

2) Tous les associes dans K[X] d’un polynome irreductible dans K[X\ sont irreductibles 
dans K[X] C’est a dire : \/P,Q e K[X] : 


I P e K[X] est irreductible dans K[X\ 
\P~Q 


=> Q est irreductible dans K[X\. 


3) Soient^ un polynome a coefficients dans K etP un polynome irreductible dans K[X\. 

a) P\A c=> P A A ± 1 . 

b) P AA = 1 «• P / A. 

4) Soient P,Q e K[X] deus polynomes irreductibles dans K[X] . 

a ) P ~ Q <=> P\Q P A Q ± 1. 

b) [P et Q ne sont pas associes] « P / Q p aQ = 1. 
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c) Si P et Q sont unitaires alors : 

P=0^P~0«P|0^P A 0*1. 

d) Si P et Q sont unitaires alors : 

P ± Q <=> [P et Q ne sont pas associes ] <=> P / Q <=> P /\Q = 1. 

e) Si P et Q ne sont pas associes alors : 

Mn,m £ N : P" A 0'" = 1. 

f) Si P et <2 sont unitaires et si P * Q alors : 

Mn,m £ N : P" A 0'" = 1. 

5) SoitP e K[X\ un polynome irreductible dans K[X\. 

a) \/A,B e £[*] : P|(A4P) => [P|/l ou P|P], 

b) VAi,A 2 , . ,A„ e K[X] : P|0M 2 . A n ) =* [3k = 1,2,. ,n tq : Pp4*]. 


c) \/A e P[Y] V/7 £ N : Pp4" 


« > 1 
P|v4 


d) Si Pi,P 2 ,.,P„ sont des polynomes irreductibles dans AT[Z] et si P est un 

diviseur du produitPiP 2 . P„ alors il existe un entier naturel k = 1,2,. ,n 

tel que P soit associe a P k . 

e) Si Q est un polynome irreductible dans K[X\ et si n est un entier naturel alors : 


P\Q n ^ 


n > 1 

P~Q 


f) Si P est unitaire et si Pi,P 2 ,.,P„ sont des polynomes irreductibles unitaire dans 

K[X\ alors :P|(P!P 2 .P„) => [3k = 1,2,. ,n tq : P = P k \ 

g) Si P est unitaire, Q est un polynome irreductible unitaire dans K[X] et n est un entier 


naturel alors : P\Q n 


n > 1 

P = Q 


6) Soient^l e K[X] un polynome a coefficients dans PTet Pi,P 2 ,.,P„ e K[X] 

des polynomes irreductibles dans K[X\ . 

a) Si Pi,Pi, . ,P n sont des diviseurs de^l et si Pi,P 2 ,. ,P„ ne sont pas 

associes deux a deux alors le produit PiP 2 .P„ est un diviseur de A . 

b) Si Pi,Pi, . ,P n sont des diviseurs de^l et si Pi,Pi, . ,P„ sont unitaires 

distincts deux a deux alors le produit PiP 2 .P„ est un diviseur de A . 

c) Soient ki,k 2 , . ,k n e N des entiers naturels . 

Si P k x x ,P k 2 2 , .,P^' ! sont des diviseurs de A et si Pi,P 2 ,.,P„ ne sont pas 

associes deux a deux alors le produit pf'P^ 2 . Pn n est un diviseur de^l . 

d) Soient ki,k 2 , . ,k n e N des entiers naturels . 

Si p\ x ,P k 2 2 , .,P^ ,! sont des diviseurs de A et si Pi,P 2 ,. ,P„ sont unitaires 

distincts deux a deux alors le produit P kx P kl . P^ n estun diviseur de^ . 

7) Si A e K[X\* est un polynome non nul a coefficients dan K, le nombre des 
diviseurs irreeductibles unitaires de A est fini et si r est le nombre des diviseurs 
irreeductibles de A alors, r < d A. 
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Demonstration : 

1) Supposons que P est un poiynome de degre 1 a coefficients dans K. 

Soit Q un diviseur quelconque de P II existe alors un poiynome S a coefficients dans K 
tel que P = QS. 

| P ^° => d°Q < d°P = 1 => [ d°Q = 0 ou d°Q = 1]. 

- Si d°Q = 0 : 

Alors Q est une constante non nule. 

- Si d°Q = 1 : 

\ &P ^ Q ~ P. 

] d*Q = 1 = d°P 

Done P est un poiynome irreductible dans K[X]. 

2) Supposons que P est un poiynome irreductible dans K[X\ et Q est un poiynome a 
coefficients dans K associe a P. 

Soit S un diviseur quelconque de Q 


S\Q 
Q ~ P 


S\P ou S ~ P] 


ou S ~ Q] (car Q ~ P). 

3) a) =>) Si P|A : 

Alors Pest un p.g.c.dde P eiA. Done P A A ± 1 (carP g K). 
<= ) Si P A A * 1 : 


j {PPA)\P I (PAA)\P ^ 

[ PAA * 1 [ (P A A) {£ K 

=5> [Pestun p.g.c.dde P et^] 

=> P\A. 

b) [P\A <=> P A A * 1] => [non{P AA * 1) «• non(P\A)] => [P AA = 1 «• P / A]. 
^ \ n r\ . , f p\Q / pa ^ Frvi\ 


paa ± 1 


(PAi) ~P 


4) a )P~Q^ 


P £ K* 


(car Q est un poiynome irreductible dans K[X\) 


<=> P|£>. (carP £ P*). 
p ~ <2 <=> p|g « P a <2 * i (d’apres 3) b)) 

b) D’apres a) on a : [non{P ~ 0)] « non{P\Q ) <=> non{P A Q± 1). 

Par suite on a : [P et Q ne sont pas associes ] «p / g»PA0 = 1. 

c) Si P et Q sont unitaires alors (d’apres b)) : 

P = g«P~0cz>P|£«PA0*l. 

d) Si P et Q sont unitaires alors (d’apres c) : 

non(P — Q) <=> non(P ~ (?) <=> «o«(P|^) <=> non(P A Q =£ 1). 

On a done : p ± Q [P et Q ne sont pas associes ]<=>p/(?-»PA(?=l. 

e) Supposons que P et 0 ne sont pas associes. 

Alors (d’apres b)):PA0 = 1 => [Vn,m eN:P"A Q m = 1]. 

f) Supposons que P et Q sont unitaires et que P ± Q alors : 

Alors (d’apres c)) : P A Q = 1 => [\/n,m e N : P n A Q m = 1]. 
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5) a) Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K tels que P soit un diviseur 
de AB. 

Supposons que P ne divise ni A ni B. 


fPXA 
[ PXB 


f PAA = 1 
| P AB = 1 


=> P A (AB) = 1. 


' P ± 0 

< P A (AB) = 1 


P\(AB)1 


=> P|1 => P e K*. Ce qui est absurde (carPest irreductible). 


Ce qui montre que P\A ou P\B. 

b) Montrons par recurrence sur n > 2 que : VAi,A 2 , . ,A„ e K[X] : 

P\(AiA 2 . An) => [3k = 1,2,. ,n tq : P\A k ~\. 


- Pour n = 2 : 

\ZA\ ,A 2 e K[X\ : P\(A X A 2 ) => [P\A X ou P\A 2 ] (d’apres a)) 

=> [3k = 1,2 tq : P\A k ~\ 

=> [3k = 1,2,. ,n tq : P\A k ~\. 


- Pour n - 1 : 

Supposons que : VA X ,A 2 , . ,A„- X e K[X\ : 

P\{A x A 2 . An- 1 ) ^ [3k = 1,2,. ,n- 1 tq : P\A k \ 


- Pour n : 

Montrons qu’alors : VA X ,A 2 , . ,A n e K[X] : 

P\(A x A 2 . A,,) => [3k = 1,2,. ,n tq : P\A k \ 

Soient^i,^ 2 ,. ,A n e K[X\ tels que P un diviseur du produit A X A 2 . A„. 

P\(A x A 2 . A n ) =^> P\\{A X A 2 . A„- X )A n ] 

[P|(^ 1^2 . An- 1 ) ou P\A n ] (d’apres a)) 

=> [[3^= 1,2,. ,n-\ tq \ P\A k ~\ OU P\A„ ] 

^ [3k = 1,2,. ,n tq : P\A k ~\. 

c) Soient e K[X] et n un entier naturel. On suppose que P est un diviseur de A". 
Puisque P est un polynome irreductible dans K[X] alors P £ K. 

P <£ K => P )( 1 =>P)(A 0 =>n±0=>n>\. 

Posons : A x = A 2 = .= A n = A. Alors : A n = A X A 2 . A n . 

_ f n > 1 [ n > 1 

On a done : P\A n => x 

I P\{A x A 2 . An) 3k = 1,2,.,« tq : P|^ 


^ - 1 . 

1 ^ 

d) Supposons que Pi,P 2 ,.,P» sont des polynomes irreductibles dans K[X] et que 

P est un diviseur du produit P X P 2 .P„. 

P|(PiP 2 . Pn) =* [3k = 1,2,. ,n tq : P|P,] 

^ [3k = 1,2,. ,n tq : P ~ P k ~\ (d’apres 4) a)). 
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e) Supposons que Q est un polynome irreductibie dans K[X] et que n est un entier 
naturel. P\Q" => 

f) Supposons que P est unitaire, que Pi,P 2 ,.,P„ sont des polynomes irreductibles 

unitaire dans K[X ] et que P est un diviseur du produit P\P 2 .P„. 

P\(P\Pi . Pn) => [Ik = 1,2,., n tq : P ~ P k ~\ (d’apres d)) 

=> [3£ = 1,2,. ,n tq\P = P k \ 

g) Supposons que P est unitaire, Q est un polynome irreductibie unitaire dans K[X\, 
n est un entier naturel P est un diviseur de Q n . 

\ n > 1 f n > 1 

p\Q n ^ (d’apres e)) => <1 ^ (car P et Q sont unitaires). 

6) a) Supposons que Pi,P 2 ,. ,P„ sont des diviseurs de A et que Pi,P 2 ,. ,P„ ne 

sont pas associes deux a deux. 

Puisque Pi,.... ,P„ sont des polynomes irreductibles dans K[X\ non associes deux 

a deux, alors P u . ,P n sont des diviseurs de A premiers entre eux deux a deux. 

Done le produit P\P 2 . P n est un diviseur de A. 

b) Supposons que P\,P 2 , . ,P„ sont des diviseurs de A et que Pi,P 2 ,. ,P n sont 

unitaires. 

Puisque Pi,.,P„ sont des polynomes irreductibles unitaires dans K[X], 

distincts deux a deux, alors Pi,.,P„ sont des diviseurs irreductibles de^ 

non associes deux a deux. 

Done (d’apres a)) le produit PiP 2 . P n est un diviseur de A. 

c) Supposons que Pp,p\ 2 , .,P^' sont des diviseurs de A et que Pi,P 2 ,.,P„ ne 

sont pas associes deux a deux. 

Puisque Pi,P 2 ,. ,P n sont des polynomes irreductibles dans^C[X] non associes 

deux a deux, alors Pi,P 2 ,.,P„ sont premiers entre eux deux a deux. 

Doncpf^P^ 2 ,. ,P% n sont premiers entre eux deux a deux. 

Par suite pf 1 ,P 2 2 ,. ,P% n sont des diviseurs de A, premiers entre eux deux a 

deux. 

Done le produit pf'P 2 2 . P^ n est un diviseur de A. 

d) Supposons que P, M ,P 2 2 ,. ,p\ n sont des diviseurs de A et que Pi,P 2 ,.,P„ 

sont unitaires distincts deux a deux. 

Puisque Pi,P 2 ,. ,P n sont des polynomes irreductibles unitaires dans K[X\ 

distincts deux a deux alors Pi,P 2 ,.,P„ sont des polynomes irreductibles dans 

K[X] non associes deux a deux. 

Done (d’apres c)) le produit P, M P 2 2 . P^ n est un diviseur de A. 

7) Soit ^4 est un polynome non nul a coefficients dan K. Posons d°A = n. 

Supposons que A admet au moins n + 1 diviseurs irreeductibles unitaires 
Pi,P 2 ,.,P „+1 de^ disincts deux a deux. 

D’apres 6) b), le produit PiP 2 .P„+i est un diviseur de A. 

Done : n+ 1 < d °(Pi) + d °(P 2 ) +. +d°(P n+ 1 ) = d\p x P 2 . P n+ 1 ) <d°A = n. 

Ce qui est absurde. 

Par la suite le nombre des diviseurs irreeductibles de A est fini et que si r est le 
nombre des diviseurs irreeductibles unitaires de A alors, r < d °A. 


n > 1 

P\Q 
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Theoeme 4-5-3 : 

Tous les polynomes non constants a coefficients dans K possede des diviseurs 
irreductibles unitaires dans K[X] 

C’est a dire : VA e K[X] - K : 3P g K[X] irreductible tq : P\A. 


Demonstration : 

Soit A un polynome non constant a coefficients dans K et soit E I’ensembie des diviseurs 
unitaires non constants de A. 

Le polynome unitaire A 0 associe a A est un element de E (car^o est un diviseur unitaire 
non constants de^). Done I’ensemble est non vide. 

Soit d I’application de E vers N* defini par: d : E —► N* 


M ^ d(M) = d [) M. 


E ± 0 => d(E) ± 0. Soit m le plus petit element de d(E) et P un element de E tel que 

d°P = d(P) = m. 

Montrons que P est un diviseur irreductible unitaire de A dans K[X] 

Puisque P e E alors P est un diviseur unitaire de A dans K[X\. II reste a montrer que A 
est irreductible dans K[X] On a dejas d°P > 1. 

Soit Q un diviseur quelconque non constant de A dans K[X] et soit Q 0 le polynome 
unitaire associe a A. 


[Sole etQ\A] => QolA 


Qo e E => d°Qo > m => d°Q = d°Qo > m = d°P. 


< Qo est unitaire 

d°Q 0 = d°Q > 1 



Done P est un polynome irreductible dans K[X |. 

Ce qui montre que P est un diviseur irreductible unitaire de A dans K[X\ 


Theoeme 4-5-4 (de d’Alembert): 

Les polynomes irreductibles a coefficients complexes sont les polynomes de degre 1. 

Corollaire 4-5-5 : 

Tous les polynomes non constants a coefficients a complexes possedent des racines 
complexes. C’est a dire : \/A e C[X] : d °A > 1 => 3a e C tq : A(a ) = 0. 

Demonstration : 

Soit ^ un polynome non constant a coefficients complexes. 

D’apre le theoeme 4-5-3, le polynome A possede un diviseur irreductible unitaire P a 
coefficients complexes. D’apre le theoeme de d’Alembert, d°P = 1, par suite il existe 
un nombre complexe a tel que P = X-a. 

Puisque X- a = P est un diviseur de A alors A(a) = 0. 

Done a est une racine complexe de A. 
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Corollaire 4-5-6 : 

Les polynomes irreductibles a coefficients reels sont les polynomes de degre 1 et les 
polynomes de degre 2 de la forme aX 2 + bX+c tel que, A = b 2 - 4ac < 0. 


Demonstration : 

SoitP un polynome irreductibe a coefficients reels. 

=>) Si P est irreductible dans M[X] : 

Alors (d’apres le corollaire 4-5-5) P admet une racine complexe a (car d°P > 1). 


Si a e M : 

X- a e R[X] 

Alors : J d°(X-a) = 1 > 1 
^ (X-a)\P 
Done : d°P = 1. 


(. X-a ) (car P est irreductibe dans R[X]). 


- Si a £ R : 

Alors a et a sont deux racines complexes distints de P. Done (X- a)(X- a) est un 
diviseur de P. 


- A - 


{a + a )A + ac 

2 


(X-a){X- a) 

X 1 -2Re(a)X+ |a| 2 e R[X] 

<j d\X 2 -2Re(a)X+ \a\ 2 ) = 2 > 
[X 2 -2Re(a)X+ |a| 2 )|P 


X 2 - 2Re(a)X+ \a\ 2 e R[X]. Par suite on a : 
=> P ~ [X 2 -2Re(a)X+ |a| 2 ). 


Done il existe un nombre reel non nul a tel que : P = a(X 2 -2Re(a)X+ |a| 2 ). 
Pa consequent on a : P = aX 2 - 2aRe(a)X+ a\a\ 2 . 

Posons : b = -2aRe(a) etc = -2aRe(a), alors : P = aX 2 +bX+c. 

A = b 2 - 4ac = [-2aRe(a)] 2 - 4a(a\a \ 2 ) = 4a 2 [Re(a) 2 - |a| 2 ]. 


Posons : u = Re (a) et v = Im(a) alors : 

A = 4a 2 [Re(a) 2 - \a\ 2 ] = 4 a 2 \u 2 - ( u 2 + v 2 )] = 4a 2 (-v 2 ) = -4a 2 v 2 -< 0. 

Ce qui montre que : 

P est de degre 2 de la forme aX 1 + bX+c tel que, A = b 2 - 4ac -< 0. 
<= ) - Si d°P = 1 : 


Alors P est irreductible dans K[X]. 

- Si P est de degre 2 de la forme aX 2 +bX + c tel que, A = b 2 -4ac -< 0 : 
SoitPo un diviseur irreductible de P dans R[X]. 


Po|P 
P ± 0 


=> d°(P o) <d°P = 2 


Soit a une racine complexe de P 0 . 
a est aussi une racine de P (car P 0 est un diviseur de P ). 

Done a € R (car A = b 2 - 4ac < 0) et par suite a et a sont deux racines complexes 
distints de P 0 . Alors (X- a)(X- a) est un diviseur de P 0 et par suite d°(P 0 ) > 2. 
Par suite d°(Po) = 2 = d°P. 


f p ojP 

[ d°(P 0 ) = d°P 


=> P 


P o. 


Ce qui montre que P est irreductible dans E[X]. 
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Exemple 4-5-7 : 

* 2X+ 1 est un polynome irreductible . 

* X 2 + 1 est un polynome irreductible dans R[Z] . 

k X 2 + \ n’est pas un polynome irreductible dans C[X] . 
k X A + 1 n’est pas un polynome irreductible. 


4-6-Ordre de multiplicite : 

Theoreme et definition 4-6-1 : 

Soient^l et P deux polynomes a coefficients dans K. 

Si A ± 0 et si d.°P > 1, il existe un entier naturel et un seul appele I’ordre de multiplicite 

( P n I A 

de P dans A ou I’ordre de P dans A tel que : < 

j P n+l / A 

Dans ce cas : 

★ P\A <=> n > 1 et dans ce cas on dit aussi que P est un diviseur de A d’ordre de 
multiplicite n ou P est un diviseur de A d’ordre n. 


[ pu 

k Si n = 1 (c’est a dire si < ), on dit aussi que P est un diviseur simple de A. 

\p 2 X A 

k Si n > 2 (c’est dire si P 2 \A), on dit aussi que P est un diviseur multiple de A. 


Demonstration : 

- Existence : 

Supposons que A ± 0 et d.°P > 1 et pososons I = Xk e N tq : P k \Ay. 
1| A => P°\A =>Oe/=>/^0. 

Vk el :k< k(d.°P ) = d\P k ) < d°A (car P k \A et A ± 0). 

Done / est une partie non vide de N majoree par d°A. 

Soit n le plus grand element de I. Par suite : 

n e I f P n \A 

n + 1 e I 1 P' 1+l / A 

- Unicite : 

Soit m un entier naturel quelconque tel que : P m \A etP'" +1 |^. 

P m \A => m e / => m < n. 

Supposons que m < n. Alors : m + 1 < n => p m+1 \p n . 

pm +11 pn 

P n \A 

D’ou I’unicite. 

Dans ce cas : 


P m+l \A ce qui est absurde. Done m = n. 


k P\A P X \A c=> 1 e / <=> n > 1 

Dans ce cas on dit aussi que P est un diviseur de A d’ordre de multiplicite n ou P 
est un diviseur de A d’ordre n. 
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★ Si n = 1 , c’est dire si 

★ => ) Si n > 2 : 

Alors : 


P\A 

P 2 / A 


on dit aussi que P est un diviseur simple de A. 


P 2 \A. 


p 2 \pn 

P"\A 

v. 

^)SiP 2 |A : 

Alors : 2 g / => n > 2. 

Done n> 2 si seulement si P 2 \A et dans ce cas P est un diviseur multiple de A. 


Remarque 4-6-2 : 

Soient.4 un polynome non nul a coefficients dans Pet P un polynome non constant 
a coefficients dans K d’ordre de multiplicity n dans A. 

1) Pout entier naturel k, P k est un diviseur de A si seulement si k < n. 

C’est a dire : \/k e N : P k \A <=> k < n. 

2) Si A,P g C[X] alors P est d’ordre de multiplicity n dans A. 

3) Si A g R[Z] et si P g C[A] alors P est d’ordre de multiplicity n dans A. 

Demonstration : 

1) Soit k un entier naturel quelconque. 

=> ) Si P k est un diviseur de A : 

Supposons que k > n. Alors : n + 1 < k, par suite on a : 

i pn+ 1 1 pk 

J => P n+l \A. Ce qui est absurde. 

| P k \A 

Done : k < n. 

<= ) Si k < n : 

j pkipn 

Alors : < => P k \A. 

1 P»\A 

2) Supposons qu e A,P g C[Xj. 

f P n \A J W'\A f (Py'jA 

l P n+1 l A ( P) n+l / A ' 

Done P est d’ordre de multiplicity n dans A. 

3) Supposons que ,4 g R[X] et Pg C[X\. 

P est d’ordre de multiplicity n dans A = A dans le cas ou A g E[A] est un polynome 
a coefficients reels. 


Proposition 4-6-3 : 

Soient^f un polynome non nul a coefficients dans K, P un polynome non constant a 
coefficients dans K et n un entier naturel. 

P est d’ordre de multiplicity n dans A si seulement s’il existe un polynome A 0 g K[X\ 


tel que : 


A = P"A 0 
p X A o 


. C’est a dire : 
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A = P n A o 


[P est d’ordre de multiplicite w] <=> 3 A 0 e K[X] tq : 


P X A 0 


Dans ce cas A 0 est le quotient de la division euclidienne de A par P n . 


Demonstration : 

=>) Si P est d’ordre de multiplicite n dans A : 

P"\A => 3^4 0 e K[X\ tq : A = P"A 0 . 

Supposons que P est un diviseur de A 0 . 

Alors : 3 Q e K[X] tq : A 0 = PQ et par suite : A = P n PQ = P n+l Q => P n + X \A. 

Ce qui est absurde. 


j A = PM 0 
\PX A 0 


) S’il existe un polynome A 0 e K[X] tel que A = P"A 0 et P / A 0 : 

A = P n A 0 => P n \A. 

Supposons que P' ,+1 est un diviseur de A. 

Alors : 3 Q e K[X] tq : A = P n+l Q. 

Done : P"A 0 = A = P n+X Q => A 0 = PQ => P|^4 0 - Ce qui est absurde. 

D - A A = P n Ao 

Par consequent 

Ce qui montre que P est d’ordre de multiplicite n dans A. 

Dans ce cas A 0 est le quotient de la division euclidienne de A par P". 


Corollaire 4-6-4 : 

Soient^l un polynome non nul a coefficients dans K ; P un polynome non constant a 
coefficients dans K d’ordre de multiplicite n dans A, A 0 est le quotient de la division 
euclidienne de A par P" et Q un polynome non constant a coefficients dans K premier a 
a P 

L’ordre de multiplicite de Q dans A est egal a I’ordre de multiplicite de Q dans A 0 . 


Demonstration : 

Puisque n est I’ordre de multiplicite de P dans A et puisque A 0 est le quotient de la 

A = P"A 0 
P X Aq 

Soit m I’ordre de multiplicite de Q dans A 0 et soit A 1 le quotient de la division euclidienne 

A 0 = Q m A l 

QXA 1 

Par suite : A = P n Q m A x = Q m P n A , = Q m (P n A\ ). 

Supposons que Q est un diviseur de P n A x . Alors : 


division euclidienne de^l par P n alors on a : 


de A 0 par Q m alors on a : 


r 


< 




Q* 0 
QAP= 1 
Q\{P n A\) 


r 


< 




Q* 0 
Q A P" = 1 
Q\(P n A 1 ) 


Q\A 1 . Ce qui est absurde. 
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Done Q n’est pas un diviseur de P n A\. Par consequent on a : 


A = Q m (P n A\) 

Q / (P n A i) 

Ce qui montre que I’ordre de multiplicite de Q dans A est egal a I’ordre de multiplicite m 
de Q dans A 0 . 


Definition 4-6-5 : 

Soient.4 un polynome non nul a coefficients dans K ei s\ a g K, I’ordre de multiplicite du 
polynome X-a dans A est appele aussi I’ordre de multiplicite a dans A. 

* Si X-a est un diviseur simple de A on dit aussi que a est une racine simple de A. 

* Si X-a est un diviseur multiple de A on dit aussi que a est une racine multiple de A. 


Remarque 4-6-6 : 

Soient.4 un polynome non nul a coefficients dans K, a e Ke\. n l.’ordre de multiplicite 
de a dans A. 

1) a est une racine de A si seulement si n > 1. 

Dans ce cas on dit aussi que "a est une racine de A d’ordre de multiplicite n "ou "a est 
une racine de A d’ordre n". 

2) Si ^4 e C[X] alors n est l.’ordre de multiplicite de a dans A. 

3) Si ^4 e M[X] alors n est I’ordre de multiplicite de a dans A. 

Demonstration : 

1) [a est une racine de^t] <=> (X-a)\A <=> n > 1. 

2) Supposons que K = C et que a e C. 

[a est d’ordre de multilicite n dans A ] => [X- a est d’ordre de multilicite n dans A ] 

=> [X-a est d’ordre de multilicite n dans A~\ 

=> [X- a est d’ordre de multilicite n dans Z] 

=> [a est d’ordre de multilicite n dans A~\. 

3) Supposons que K = R et que a e C. 

[a est d’ordre de multilicite n dans A ] => [a est d’ordre de multilicite n dans A = A ]. 


Corollaire 4-6-7 : 

Soient^f un polynome non nul a coefficients dans K, a un element de K et n un entier 
naturel a est d’ordre de multiplicite n dans A si seulement s’il existe un polynome 

A o e K[X] tel que : J ^ ^ A ° . C’est a dire : 

j a n’est pas une racine de Ao 

[a est d’ordre de multiplicite n dans^] 


«• e K[X\ tq : 


A = (X-a) n A o 

a n’est pas une racine de A 0 


Dans ce cas : A 0 est le quotient de la division euclidienne de A par (X- a) n . 
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Demonstration : 

[a est d’ordre de multiplicite n dans^] 

<=> [X- a est d’ordre de multiplicite n dans^ ] 


«• 3A o e K[X\ tq : 


A = (X- a) n A 0 
(X- a) / A 0 


«• 3A o e X[X] tq : 


^ = (X-a) n A 0 

a n’est pas une racine de A 0 
Dans ce cas : A 0 est ie quotient de la division euclidienne de A par ( X-a) n . 


Corollaire 4-6-8 : 

Soient.4 un polynome non nul a coefficients dans K, a,b e K disticts, n l.’ordre 
de multiplicite de a dans A et A 0 le quotient de la division euclidienne de A par 

(X- a) n . 

L’ordre de multiplicite de b dans A est egal a I’ordre de multiplicite de b dans ^40- 


Demonstration : 

Soient m I’ordre de multiplicite de b dans A 0 . 

Alors n est l.’ordre de multiplicite d eX-a dans A et m est l.’ordre de multiplicite d eX-b 
dans^o- 

a ± b => ( X- a ) A ( X- b) - 1. 

D’apres le corollaire 4-6-4, m est l.’ordre de multiplicite d eX-b dans A. 

Done I’ordre de multiplicite de b dans A est egal a I’ordre de multiplicite m de b dans A 0 . 


Exemple 4-6-9 : 

Dans R[X] soit^4 = 2X 8 + 5X 7 + 7X 6 + 9X 5 + 7X 4 + 3X 3 +X 2 -X- 1 . 

On peut utiliser le procede de Horner pour determiner les ordres de multiplicite 
des racines de^4 . 
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-2 

3 
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9 
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2 

-3 

7 
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11 
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Done -1 est une raciene de A d’ordre de multiplicite 3 et 
A i = 2X 5 -X 4 + 4X 3 - 2X 2 + 2X- 1 est le quotient de la division euclidienne 
de A par (X+ l) 3 . 
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1 

2 

9 
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9 
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2 

1 

9 

2 

9 

4 

25 

8 



Done y est une raciene simple de A et A 2 = 2X 4 + 4X 2 + 2 est le quotient de la 
division euclidienne de^i parX- y . 



2 

0 

4 

0 

2 

i 


2 i 
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6i 
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Done i est une raciene de A d’ordre de multiplicity 2 et^ 3 = 2X 2 + 4iX- 2 est le 
quotient de la division euclidienne de A 2 par (X-i) 2 . 

A 3 = 2X 2 + 4iX- 2 = A 3 = 2(X 2 + 2 iX- 1) = 2(X+ i) 2 . 

Done -i est une raciene de A d’ordre de multiplicity 2. 

Lemme 4-6-10 : 

Soient^t et P deux polynomes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul. 
Si P n est un diviseur de A alors P n ~ 1 est un diviseur de A'. C’est a dire : 

P n \A => P n ~ x \A'. 

Demonstration : 

Supposons que P n est un diviseur de A. 

II existe alors un polynome Q a coefficients dans K tel que A = P n Q. 

A' = (j P")'Q + P"Q' = nP n - l P'Q + P"Q' = P n ~\nP'Q + PQ'). 

Done P n ~ x est un diviseur de A'. 

Lemme 4-6-11 : 

Soient^t et P deux polynomes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul. 

Si P n est un diviseur de A alors pour tout entier naturel k = 0,1, . ,n - 1, P n ~ k 

est un diviseur de A (/c) . C’est a dire : Vk = 0,1,. ,n- 1 : P'^jA^K 
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Demonstration : 

Supposons que P n est un diviseur de A. 

Posons I = {k = 0,1,. ,n- 1 tq : P n ~ k / A (k) y et supposons que 7*0. 

Puique 7 est une partie non vide de N alors 7 dmet un plus petit element r. 

P' l \A => =>0<£7=>r*0=>r>l=>r-le{0,l, . ,n - 2}. 

Puique r est le plus petit element de 7 alors r- 1 g 7. 

J 1 ^ ^ ^ =^> (''“I) => 

\ r-1 e {0,1,. ,«-2> 

Donc : pn-'+'-i |[^(^ 1 )]' => => r g 7 ce qui est absurde. 

Done : 7 = 0. 

Ce qui montre que : V& = 0,1,.- 1 : 

Lemme 4-6-12 : 

Soient AeiP deux polynomes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul. 

Si P" est un diviseur de A alors : \/k = 0,1,. ,77-1 : P\A^. 

C’est a dire : P"\A=>Vk = 0,1,. ,n- 1 :P\A^. 


Demonstration : 

Supposons que P" est un diviseur de A. 

\/k = 0, 1,.,77-1 : 77 - k > 1 => P\P n ~ k 


j p^pn-k 

I p n - k \A^> 


=> V7 = 0,1, 


,77 - 1 : 


Theoreme 4-6-13 : 

Soient A un polynome a coefficients dans K, a un element de K et n un entier naturel 
non nul. 

Si {X- a)" est un diviseur de,4 alors : A(a ) = A'(a) = .= A {n ~ l \a) = 0. 

C’est a dire : (X- a) n \A => A(a ) = A\d) =. = = 0. 


Demonstration : 

Supposons que (. X-a) n est un diviseur de A. 

(X- a) n \A => Vfc=0,l,.,77-1 : (X-a)\A^ 

=> ^(a) = A'(a) = .= = 0. 


Theoreme 4-6-14 : 

Soient ,4 un polynome a coefficients dans K, a un element de K et n un entier naturel 
non nul. 

Si K est de carcteristique 0 alors ( X-a) n est un diviseur de A si seulement si : 

A(a ) = A'(a) =.= A^(a) = 0. 

C’est a dire si cara(K ) = 0 alors : 

(X- a) n \A <=> A(a) = A'(a ) =. = A^ n ~ l \a) = 0. 
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Demonstration : 

=>) Si (X - a) n est un diviseur de A : 

Alors (d’apres le theoreme 4-6-13) on a : A(a ) = A'(a) = 

<= ) Si A(a) = A'(a) = . = A (n - 1} (a) = 0 : 

Posons : m = max (n,d\A)). 

D’apres la formule de Taylor appliquee a A et a on a : A 


Puisqu’on a : A(a ) = A'(a) 

m (k) 

^ = E A TT i(x - a) ‘- 

k=n 


A^-^ia) = 0 alors 


= = 0. 


171 A W/ \ 


k= 0 


k\ 


Done : A = {X-a) n 


m A \ 

7 , a {X-a) k ~ n 


. k=n 


k\ 


{X- a) n \A. 


Corollaire 4-6-15 : 

Soient A un polynome non nul a coefficients dans K et a un element de K. 

Si K est de carcteristique 0 alors a est une racine multiple de A si seulement si 

A(a ) = A'(a) = 0 

C’est a dire si K est de carcteristique 0 alors : 
a est une racine multiplle de A « A(a) = A 1 (a) = 0. 

Demonstration : 

Supposons que K est de carcteristique 0. 

[a est une racine multiple de^f] « [X- a est un diviseur multiple de A~\ 

«• (X-a) 2 \A | 
c=> A(a) = A'(a) = 0. 


Corollaire 4-6-16 : 

Soient A un polynome non nul a coefficients dans K, a un element de K et n un entier 
naturel non nul. 

Si K est de carcteristique 0 alors a est une racine de A d’ordre de multiplicite n 
si seulement si : 

f A(a ) = A'(a) = .= A^ l \a) = 0 

1 A^(a) * 0 

C’est a dire : 

„ , f A(a) = A'(a) = .= A^ n ~ l \a) = 0 

a est une racine de A d ordre n <=> < 

A^ n \a) * 0 


Demonstration : 

Supposons que K est de carcteristique 0. 

[a est une racine de A d’ordre de multiplicite n~\ 

<=> [X- a est un diviseur de A d’ordre de multiplicite n ] 


ZENNAYI Mohammed 


106 sur 115 


Polynomes 








<=> 


(X-a) n \A 
(X-a) n+l / A 


f A(a) = A'(a) =.= A^~ l \a) = 0 

[ A^(a) ± 0 


Exemple 4-6-17 : 

Dans R soit A = 2X* + 5X 7 + 1X 6 + 9X 5 +7X 4 + 3X 3 +X 2 -X-\ 


A 


(i)- 


-5 + 7- 

9 + 7- 

-3 + 1 

. + 

l - 

1 

= 0 


2 

+ 5 

, 7 

, 9 

| 

7 

| 

3 + 

1 

2 8 

+ 2 7 

+ 2 6 

2 5 


2 4 


2 3 

2 2 

1 

+ 5 

, 7 

, 9 

i 

7 

i 

3 + 

1 

2 7 

+ 2^ 

+ 2^ 

+ 2^ 

“h 

2 4 

i 

2 3 

2 2 


-4--1 


_ 1+5 + 14 + 9x 2 2 + 7x 2 3 +3x 2 4 + 2 5 -3x 2 6 


_ 20 + 9x4 + 7x8 + 3 


2 7 

: 16 + 32-3 


64 


20 + 36 + 56 + 48 + 32- 192 = n 
2 7 

A(i ) = 2 z 8 + 5 f + 7z 6 + 9z 5 + 7z 4 + 3z 3 + z 2 - i - 1 
= 2 - 5z - 7 + 9z + 7 - 3z - 1 - i - 1 = 0 
A(-i) = 2(-z) 8 + 5 (—/) 7 

= 2 + 5z - 7 - 9z + 7 + 3z - 1 + z - 1 =0 


+ 7(-z) 6 + 9 (—/) 5 + 7 (—/) 4 + 3 (-/) : 


+ (-zf + z - 1 


Done -1, y,z,-z sont des racines de.4 . 

A 1 = 16X 1 + 35X 6 + 42Z 5 + 45X 4 + 28X 3 + 9X 2 + 2X- 1 
^'(-1) = -16 + 35 -42 + 45 -28 + 9 -2 - 1 =0 

A >(±) = 1L + 4 + 4 + 41 + 4 + 4 + l-l 

V 2 / 2 7 2 6 2 5 2 4 2 3 2 2 

_J_,35.,42,45,28.,_9. 

2 6 2 6 2 5 2 4 2 3 2 2 

Done y est une raciene simple de A . 

A'(i) = 16z 7 + 35z 6 + 42z 5 + 45z 4 + 28z 3 + 9z 2 + 2z - 1 


> 0 . Alors : ^4 


'(I) 


+ 0 


= —16/ - 35 + 42z + 45 - 28/ - 9 + 2/ - 1 = 0. 

A'(-i) = 16(—/) 7 + 35(—/) 6 + 42(—/) 5 + 45(-/) 4 + 28(-z) 3 + 9(-z) 2 - 2/ - 1 
= 16/ - 35 - 42z + 45 + 28/ - 9 - 2/ - 1 = 0. 

A" = 112^ 6 + 210X 5 +210X 4 + 180X 3 + 84^ 2 + 18X+2. 

A"(- 1) = 112 -210 + 210- 180 + 84- 18 + 2 = 0. 

A" (i) = 112/ 6 + 210 z 5 + 210/ 4 + 180/ 3 + 84z 2 + 18/ + 2 

= -112+ 210/+ 210- 180/-84+ 18/+ 2 = 16 + 48/ + 0. 

Done z est une raciene de A d’ordre de multiplicity 2. 

A’X-i) = 112(—/) 6 + 210(—/) 5 + 210(-z) 4 + 180(—/) 3 + 84(-z) 2 - 18/+ 2 


= -112 -210/+ 210+ 180/- 84- 18/+ 2 = 16 - 48/ + 0. 

Done -z est une raciene de A d’ordre de multiplicity 2. 

A"’ = 612X 5 + 1050X 4 + 840X 3 + 540X 2 + 168X+ 18. 

= -672 + 1050 - 840 + 540 - 168 + 18 = -72 + 0. 

Done -1 est une raciene de A d’ordre de multiplicity 3. 
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4-7-Factorisation : 


Theoreme 4-7-1 : 

Soient^ un polynome a coefficients tiansK, Pi,P 2 , . ,P n des polynomes irreductibles 

dans K[X\ non associes deux a deux, a\,a 2 , . ,a n des entiers natureles et a un 

element non nul de K. 

cc cc 

Si ^4 = aP x 1 P 2 2 . alors ,4 est non nul et a\,a 2 , . ,a„ sont les ordres de 

multiplicite respectivement de P\,P 2 , . ,P„ dans ,4. 


Demonstration : 

Supposons que A = aP® l P 2 2 . P^ n .A ± 0 car a, P\,P 2 , . ,P„ sont non nuls. 

- Si n = 1 : 


Alors : A = aP f 1 


- Si n > 2 : 


A = aP“' 
Pi I a 


. Done a i est I’ordre de multiplicite de Pi dans A. 


\/k = 1,2,. ,n : posons : A 0 = a n Pf‘ alors : 


/=! 


i ± k 


* A= A 0 P a k k . 

* [Vie {1,. ,n}-{k} :P k APi = 1] =* P k AA 0 = 1 => P h l A 0 . 

Done CC est I’ordre de multiplicite de P k dans A. 

Ce qui montre que a\,a 2 , . ,a„ sont les ordres de multiplicite respectivement de 

Pi,Pi, . ,P n dans A. 


Theoreme 4-7-2 : 

Soient.4 un polynome a coefficients dans^:, Pi,P 2 , . ,P n des polynomes irreductibles 

dans K[X\ non associes deux a deux, a\,a 2 , . ,a„ des entiers natureles et a un 

element non nul de K. 

Ct CC 

Si ^4 = aP\ 1 P 2 2 . P® n alors pour tout diviseur B de A dans K[X] il existe un element non 

I R — hP ^ 1 P^ 2 P^ n 

b de ATet des entiers naturels pi,p 2 , . ,p„ tels que : < 1 2 . ” 

= 1,2,. ,n : p k < a k 


Demonstration : 

Supposons que A = aP a x x P 2 2 . Pn 11 et soit B un diviseur quelconque de A. 

D’apres le theoreme 4-7-1, A est non nul et ai,a 2 , . ,a„ sont les ordres de multiplicite 

respectivement de Pi,P 2 , . ,P„ dans A. 

Pour tout tout entier naturel k = 1,2 ,...,n : posons p k I’ordre de multiplicite de P k dans B. 


\fk = 1,2,. ,n : 


p?‘ 

B\A 


B 


pPk 
‘ k 


A => p k < Uk- 
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pf'pf 2 . Pn n est un diviseur de B dans K[X\. 

Alors il existe un polynome Q e K[X] tel que B = pf x Pt 2 . PnQ. 

Supposons que d°Q > 1 et soit P un diviseur irreductible unitaire de Q dans K[X\. 

\_P\Q et Q\B et B\A ] => P\A => 3k = 1,2,. ,n tq : P = Pa-. 

P k \Q => 3S £ K[X] tq : Q = P k S. Par consequent B = pf 1 1 P? 2 . Pn n P k S. 

Done pf* +1 = Pa Pa est un diviseur de P dans AT[Z], 

Ce qui est absurde (car j3 k est I’ordre de multiplicite P k dans B). 


Ce qui prouve que Q est une constante non nulle b dans K. 


On a alors : 


B = bpf l P f 2 2 . Pn" 

Vk = 1,2,. ,n : /3 k < a k 


Definition 4-7-3 : 

Soient^ un polynome a coefficients dansp:, Pi,P 2 ,.,P„ des polynomes 

irreductibles dans K[X] non associes deux a deux, ai,a 2 , . ,a„ des entiers 

natureles non nuls et a un element non nul de K. 

Si ^4 = aP a x x PV- .P“" on ditque^l = aP^P? 2 .P“" est une decomposition 

de A en facteurs irreductibles dans K[X] ou aP a x x pV- .P“' ! est une factorisation 

de A dans K[X\ 

La recherche d’une factorisation de A dans K[X\ est appee la decomposition de A 
en facteurs irreductibles dans K[X] ou la factorisation de A dans K[X]. 

Si de plus Pi,P 2 ,.,P„ sont unitaires dans K[X\ distincts deux a deux et si 

A = aP a x x p\ 2 .P“" on dit que A = aP^'P^ 2 . P„ n est une decomposition de A en 

facteurs irreductibles unitaires dans K[X\. 


Theoreme 4-7-4 : 

Tout polynome non constants (e’est a dire d°A> 1) a coefficients dans K admet une 
decomposition en facteurs irreductibles unitaires A = aP a x x pV~ . P„ n dans K[X] et 

une seule a un ordre multiplicatif pres (e’est a dire si A = bQ^ x Qi_ 2 . Qm' n est une autre 

decomposition en facteurs irreductibles unitaires de A alors a = b, n = m et il existe une 
permutation a e S n telle que : V/ = l,2,....,n : Q t = P a{i ) et = a ff(/) ). 

■k a est le coefficient dominant de A. 

* Pi,P 2 ,. ,P n sont les diviseurs irreductibles unitaires de A dans K[X\ distincts deux a 

deux. 

★ a x ,a 2 , . ,a„ sont les ordres de multiplicite respectivement de Pi,P 2 ,.,P„ dans A. 


Demonstration : 

Soient^l un polynome non constants a coefficients dans Keta son coefficient 
dominant. 

- Existence : 

SoientPi,P 2 ,.,P„ les diviseurs irreductibles unitaires de^l dans K[X\ distincts deux 

a deux et a\ ,a 2 ,. ,a n les ordres de multiplicite de Pi,Pi, .,P« dans A. 

Alors P a x x P 2 2 .P“ w est un diviseur de A dans K[X\. 
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Done il existe un polynome Q e K[X] tel que A = pf 1 /*? 2 . P%”Q. 

Supposons que d°Q > 1 et soitP un diviseur irreductible unitaire de Q dans K[X\. 
P est aussi un diviseur irreductible unitaire de A dans K[X] (car Q\A). 

Par suite il existe k = 1,2,. ,n tel que : P = P k . 

P k \Q => 3S e K[X\ tq : Q = P k S. Par consequents = p“‘p“ 2 . P^ n P k S 

Done p “ k+l = P® k P k est un diviseur de A dans K[X\. 

Ce qui est absurde (carP A - est un diviseur deS d’ordre de multiplicite a k ). 

Ce qui prouve que Q est une constante non nulle. 

Puisque P^P? 2 .P“ H est unitaire, Q e K* et A = QP a x { P 2 2 .P“” alors 

Q = a est le coefficient dominant de A et on a done : A = aP^ x P 2 2 . P% n . 

D’ou I’existance. 


■)P\ z0^2 n 


3 hi = 1,2,. ,m : Q, = P kr 


- Unicite : 

SoitS = bQ x x Q 2 2 . Qm' n est une autre decomposition en facteurs irreductibles 

unitaires de A 

D’apres le theoreme 4-7-1, P\,p 2 , . ,Pm sont les ordres de multiplicite 

respectivement de Q\,Q 2 , . ,Q m dansS. 

Puisque Q^ l Q 2 2 . Qm est unitaire alors b = a e st le coefficient dominant deS. 

Vz = 1,2,....,/?? : 

Qi\A 

Qi est irreductible unitaire dans K[X\ 

Posons/= {1,2{1,2 n} et soit a (’application de /vers J definie par 

g : / —*■ J 

k i-> o{i) = hi. 

Par suite on a : Vz e / : Qi = P ki = P a q)- 
Montrons que o est une bijection de / vers J. 

•k \/i,j G I . c(z) = o(j) => Po(i) — P<j(j) ^ Qi = Qj ^ * = j- 

Done a est injective. 

kVjeJ: Pj est un diviseur irreductible unitaire de A = aQ x l Q 2 2 . Qm m 

Alors : 3 i e I tq : Pj = Q On a done : Pj = Qi = P a(l) => j = cr(z). 

Done g est surjective. 

Ce qui prouve que g est une bijection de / vers J. 

Par suite m = |/| = \J\ = net g e S„. 

Vz e I : puisque p, est I’ordre de multiplicite de Qi = P a{i) alors (3, = 

Qi = P<y(i) 


On a done : b = a, m = n, g e S„ et Vz = 1,2,... ,,n : 

D’ou I’unicite a un multiplicatif ordre pres. 


Pi ~ (%a(i) 


Corollaire 4-7-5 : 

Pour tout polynome non constants (e’est a dire d°A> 1) a coefficients complexes la 
decomposition en facteurs irreductibles unitaires de,4 dans C[X] est 

A = a{X-ai) ai (X-a 2 ) a2 , . ,(X-a n ) an ou : 

k a est le coefficient dominant de A. 

k a i, a 2 , . ,a„ sont les racines distictes de A dans C. 

k a\,ai, . ,a„ sont les ordres multiiicite des racines a\,a 2 , 
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Demonstration : 

Soient^ un polynome non constants a coefficients complexes, a son coefficient 

dominant, a\,ai, . ,a„ les racines distictes de A dans C et ai,a 2 ,. ,a n les ordres 

multilicite des racines a\,a 2 , . ,a n dans A. 

Alors a est le coefficient dominant de A, X-a\,X- a 2 ,. ,X-a„ les diviseurs 

irreductibles unitaires de,4 dans C[X] distincts deux a deuxetai,a 2 ,. ,a„ les ordres 

de multiplicite de X- a\,X- a 2 , . ,X-a„ dansX 

Done ,4 = a(X- a\) ai (X- a 2 ) a2 , . ,{X-a n ) a " est la decomposition en facteurs 

irreductibles unitaires de A dans C[X] 


Exemple 4-7-6 : 

Soit ^4 = 2X 8 + 5X 7 + 7X 6 + 9X 5 + IX 4 + 3X 3 +X 2 -X- 1. 


- i!®f? methode : 

On utilise les derivees successives. 


On a vu que -1 est une racine de A d’ordre de multiplicite 3 et que 
y est une raciene simple de A. 

Posons B = (X+ 1) 3 (x- y ) alors : 

5 = (X 3 + 3X 2 + 3X+ 1)(X- y) = X 4 + j-X 3 + j-X 2 - j-X- j- 
= j-(2X 4 + 5X 3 + 3X 2 -X- 1). 

Posons Bo = 2X 4 + 5X 3 +3X 2 -X-1 alors : B = j-B 0 => Bo = 25. 

On effectue la division euclidienne de^4 par5 0 . 

2X 8 + 5X 1 + 7X 6 + 9X 5 + IX 4 + 3X 3 +X 2 -X-1 2X 4 + 5X 3 + 3X 2 -X- 1 

0 An = X 4 + 2X 2 + 1 


Alors : A = B 0 A 0 = 2 BA 0 = 2(X+ 1) 3 (X- j-)(X 4 + 2X 2 + 1) 

= 2(X+l) 3 (x-4 r )(X 2 + l) 2 
= 2(X+ 1) 3 (X- j)(X- i) 2 (X+ if. 

Done: A = 2(X+ 1) 3 ^X- y^fX 2 + l) 2 est la decomposition de A en facteurs 

irreductibles unitaires dans R[X]. 

A = 2(X+ l) 3 (x- y^(X- z) 2 (X+ if est la decomposition de A en facteurs 

irreductibles unitaires dans C[X], 

- 2methode : 

En utilisant le procede de Horner on a vu que : 

i) -1 est une racine de A d’ordre de multiplicite 3 et que 

A i = 2X 5 -X 4 + 4X 3 - 2X 2 + 2X- 1 est le quotient de la division euclidienne 
de A par (X+ l) 3 . 

ii) y est une raciene simple de A et que A 2 = 2X 4 + 4X 2 + 2 est le quotient de la 
division euclidienne de^i parX- j-. 
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Alors :A = (X+ l) 3 ^ = (X+ 1) 3 (X- j-^A 2 = (X+ 1) 3 (X- i)(2X 4 + 4X 2 + 2) 

= (X+l) 3 (x~ j-^2(X 4 + 2X 2 + 1) 

= 2(X+1) 3 (X- j~yx 2 + l) 2 
= 2(X+ l) 3 (x- i-)(X-/) 2 (X+/) 2 . 

Done: A = 2(X+ 1) 3 ^X- y ^(X 2 + l) 2 est la decomposition de A en facteurs 

irreductibles unitaires dans M[X]. 

A = 2(X+ l) 3 (x- i) 2 (X+ i ) 2 est la decomposition de A en facteurs 

irreductibles unitaires dans C[X]. 

. 3>eme m ethode : 

Par la methode des derivees successives et la methode du procede de Horner 
on a vu que -1 , y,/et -i sont des racines de^4 d’ordres de multiplicite 3,1,2 et2 . 

Alors les poynomes ( X+ 1) 3 ,X- y,(X- i) 2 et (X+i) 2 sont des divieurs 6eA. 

Done le prduit B = (X+\) 3 (x~ -1-^(X- i) 2 (X+ i ) 2 est un diviseur de A. 

f B \ A 

< „ n => A ~ B => 3a £ C tq : A = aB. 

] d B = 8 = d A 

Puisque le polynome B est unitaire alors a = 2 est le coefficient dominant de A. 

Done : A = 2 B = 2(X+ 1) 3 (X- ^-)(X- /) 2 (X+ i) 2 

= 2(X+l) 3 (x-l)(X 2 + l) 2 

Alors : A = 2(X+ l) 3 (x- y ^(X- /) 2 (X+ i) 2 est la decomposition de.4 en facteurs 

irreductibles unitaires dans C[X], 

A = 2(X+ 1) 3 ^X- -^(X 2 + l) 2 est ,a decomposition de,4 en facteurs 

irreductibles unitaires dans R[X]. 


Theoreme 4-7-7 : 

Soient.4 et B deux polynomes a coefficients dans K, P\,P 2 , . ,P n des polynomes 

irreductibles dans K[X] non associes deux a deux, a\,a 2 , . ,a„,P\,p 2 , .,/?„ 

des entiers natureles et a,b e K*. 


Si 


A = aP^P® 2 . 

R n n alors les trois proprietes suivantes sont verifiees : 

B = bP^P , 2 . Pn n 


i )A\B « \yk = 1,2,. ,n : at < fik]- 

jj) p min(a 1 ,/l 1 ) p min(a 2 ,/3 2 ) p mm(a n ,P n ) 


est un p.g.c.d 6eA et B 


ou min(c£/t, est le minimum des deux entiers naturels ak et /3 k pour tout entier 
naturel k = 1,2,. ,n. 


jjj) p max(a 1 ,/l 1 ) p max(a 2 ,/3 2 ) p max(a„,P„) 


est un p.p. c. m de A et B . 


ou ma x(ak,Pk) est le maximum des deux entiers naturels a k et p k pour tout entier 
naturel k = 1,2,. ,n. 
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iv) Si de plus P u P 2 , . ,P„ sont unitaires alors on a : 

" A A b = p , ™ n ( a b/ 3 i)p , ™ n ( a 2 ^ 2 ) p min (a n ,P n ) 

1 A \JB = p“ ax ( ai ’^ 1 )pj iax ( a2 ’^ 2 ) p max(a,,,/?„) 


Demonstration : 

Supposons qu’on a : 


^ = aP^Pj 2 . 


/l d^2 r>Pr, 


. Alors, d’apres le theoreme 4-7-1 : 

B = bP^P^_ 2 . P'»■ 

a\,a 2 ,...,a n sont les ordres de multiplicite respectivement de P\,P 2 ,....,P n dans A 
pi,p 2 ,...,p„ sont les ordres de multiplicite respectivement de Pi,P 2 ,....,P n dans B 

i) =>) Si A est un diviseur de B : 

SoientA = 1,2,. ,n qulconque. 


A\B 


B => a k < Pk (car p k est I’ordres de multiplicite de P k dans B). 


On a done montrer que pour tout entier naturel k = 1 , 2 ,. ,n : a k < p k . 

<= ) Si on a pour tout entier naturel k = 1,2,.,n : a k < P k : 

B = bP^P^ 2 . P?" = aa-'bP a x x ~ ax+Px P a 2 2 ~ a2+P2 . P a n n ~ an ^n 

= aa- x bP a x ‘/>f : |- ai p« 2 pf 2 “ a2 . P%npPn- a " 

= ( aP a x 1 P 2 2 .P«») (V 1 Apf 1 ~ a 1 pf 2 "“ 2 . pH "~ an ) 

= A. ^a~ l bPi l Ul P 2 2 Ul . P^). 

Done A est un diviseur de B. 

Ce qui montre que : A\B « [\fk = 1,2,. ,n : a k < Pk]- 

ii) Posons D = p^M) P ^(aM . 

VA = 1,2,. ,n : mm(a k ,p k ) < a k 

=> 

VA = 1 , 2 ,. ,n : min (a k ,Pk) < p k 

Done D est un diviseur commun de A et B. 

* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. 

Puisque A un diviseur de A alors (d’apres le theoreme 4-7-2) il existe un element 
non nul d de Ket des entiers naturels 71 , 72 ,. ,y„ tels que A = dP\ x P\ 2 ... .P r n n . 




VA = 1,2,. 
VA: = 1,2,. 


,n : y k < a k 
,n : y k < Pk 


=> A| D. 

Done A est un diviseur de D. 


Ce qui montre que 
A et B. 

Hi) Posons M = . f 


[VA- = 1 , 2 ,. ,n : y k < min(a k ,p k )] 


mm (a n ,P n ) = D egt un p g c j $ e 


....P 
max (a n ,P n ) 


VA = 1,2,. ,n : a k < max(a k ,p k ) 

VA = 1,2,. ,n : p k < ma x(a k ,p k ) 

Done Mest un multiple commun de A et B. 
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p!‘\n. 


* Soit N un multiple commun quelconque de A et B. 

Vk = 1,2, . ,n : 

P k k \A ai ( P f l k \B 

k 1 => Pl k \N et J k ' 

A\N } B\N 

Puisque pmax(a 2 ,/? 2 ).p“ ax ( a «A) sont ^es di v j seurs communs 

de N, distincts deux a deux alors p™ ax ( a iA)p™ax(a 2 ,/? 2 ).^max(a„,/? H ) = ]^ es [ 

un diviseur de N. 

Done N est un multiple de M 


r v . , max(a 1 ,jS 1 ) max(a 2 ,/? 2 ) 

Ce qui montre que P 1 v U P 2 . 

A et B. 

iv) Si de plus Pi,P 2 ,.,P„ sont unitaires : 


ma x(a n ,P„) . , , , 

.P n v = Mest un p.p.c.m de 


/> min(a 1 ,^ 1 ) /> min(a 2 ,j3 2 ) 

max (a x ,f3 l ) max (a 2 ,P 2 ) 
r \ '2 


p mm(a n ,P„') est un p g c B un jtaire de.4 etB 
pmax(a n ,p n ) 0st un p p c m un jtaire de A et B 


Par suite on a : < 


AAB = p min(a 1 ,^ 1 ) p min(a 2 ,^ 2 ) p min (<*„,/?„) 


4 v B = p“ ax («i,/li) p m;ax(a 2 ,/? 2 ) p max(a„,/?„) 


Exemples 4-7-8 : 

Dans M[Z] : 

^4 = 3(2X+ 5) 3 (X- 3)(5X- 4) 5 (ZY 2 + l) 2 
5 = 2(2X+ 5) 4 (X- 3) 5 (X+ 2) 2 (5X- 4) 5 (2X 2 + 1) : 


★ Si 


On a alors : 


A = 3{2X+5) 3 (X-3)\X-3)\5X-4) 5 (2X 2 + l) 2 
B = 2(2X+5)\X-3)\X+2) 2 {5X-4)\2X 1 + l) 3 

Done : A\B 

(2X+5) 3 (X-3)\X-3)\5X-4)\2X 1 + l) 2 
= (2X+ 5) 3 (X- 3)(5X- 4) 5 (2<Y 2 + l) 2 est un p.g.c.d de A et B . 

(2X+5)\X-3) 5 (X+2) 2 (5X-4) 5 (2X 2 + l) 3 est un p.p.c.m tieAetB 
est un p.p.c.m de,4 eiB. 


-k Si 


A = 7(X+5) 4 (X-3)(2X-4) 5 (X 2 + 1) 2 (2^ 2 + 1) : 
B = 2(X+5) 2 (X-3)(5X-4) 3 (2X 2 + l) 2 


On a alors : 


A = 1{X+5)\X-3)\2X-4)\X 2 + lf(2X 2 + l) 3 
B = 2(X+5) 2 (X-3) 1 (2X-4) 3 (X 1 + l)°(2X 2 + l) 2 


Done : B\A 


(X+5) 2 (X-3) 1 (2X-4) 3 (X 2 + 1)°(2X 2 + 1) 

(X+ 5) 2 (X- 3)(2X- 4) 3 (2X 2 + l) 2 est un p.g.c.d de A et B . 
(X+5)\X-3)(2X-4)\X 1 + 1) 2 (2X 2 + l) 3 est un p.p.c.m de.4 etB. 
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★ Si 


A = 3(X+5) 4 (X-3)(2X-4) 2 (2X 2 + l) 3 
B = 5(X+5) 2 (2X-4) 3 (X 2 + 1 ) 5 {IX 2 + 1 ) 


On a alors : 


A = 3(X+5) 4 (X-3) 1 (2X-4) 2 (X 2 + 1)°(2Z 2 + 1) : 


B = 5(X+5) 2 (X-3)\2X-4) 3 (X 1 + 1) 5 (2Z 2 + 1) 

Done : A / B et B l A 

(X+5) 2 (X-3)°(2X-4) 2 (X 2 + 1)°(2^ 2 + l) 1 = (X+5) 2 (2X-4) 2 (2X 2 + 1) 

est un p.g.c.d de A et B . 

(X+ 5) 4 (X- 3)(2X- 4) 3 (X 2 + 1) 5 (2Z 2 + l) 3 est un p.p.c.m de A et B. 


■k Si 


A = 3(X+5) 4 (X-3)(X-4) 2 (X 2 +X+3) : 
B = 5(X+5) 2 (X-4) 3 (^ 2 + l) 3 (2Z 2 + l) 


. A = 3(X+5)\X-3)\X-4) 2 (X 2 + 1)°(X 2 +X+3) 3 
Alors : < , 

B = 5(X+5) 2 (X-3)\X-4) 3 (X 2 + 1) 3 (2X 2 + l) 1 

Done : A / B et B / A 

AAB = (X+5) 2 (X-3)°(X-4) 2 (^ 2 + l) 0 ^+X+3) 1 
= {X+5) 2 (X-4) 2 {X 2 +X+3). 


A \/B = {X+ 5) 4 (X- 3){X- 4) 3 (X 2 + 1) J (X 2 +X+ 3) 


\ 3 r v2 
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